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nadas  tarefas, os  robôs  industriais e os  robôs de  serviço podem 












rencia‐se  por  abranger  robôs  com  redundância  cinemática  e de 
atuação. Além disso, o ponto de contato com o meio, a orientação 
do  efetuador  e o modo de  trabalho  (working mode) do  robô não 
necessitam  ser  constantes  ao  longo  do  processo  de  otimização. 
Devido à redundância cinemática e às variáveis geométricas pre‐
sentes, a  função objetivo do problema de otimização de  capaci‐
dade  de  força‐momento  é  descrita  por  equações  não‐lineares  e 
não‐convexas,  apresentando mínimos  locais.  Para  resolver  este 
problema de otimização global, é utilizado um algoritmo evoluti‐







zada  para  um manipulador  serial  planar. Os  principais  fatores 




pacidade  de  força‐momento.  Otimização  de  força  ao  longo  de 


























Different  from  previous  approach,  the  proposed  methodology 




ble  parameters,  the  wrench  capability  optimization  objective 
function  is  described  by  non‐linear  and  non‐convex  equations 
with local minima. To solve this global optimization problem, an 
evolutionary algorithm called Differential Evolution is used. Stat‐
ic modeling uses  as  background  Screw Theory  and   Kirchhoff‐
Davies  cutset method. The  efficiency  and  feasibility  of  the pro‐
posed methodology is demonstrated on an optimization problem, 
where  the wrench  capabilities  of  a  planar  parallel manipulator 
and a  seven degree of  freedom  serial  robot  called Roboturb are 
evaluated. Wrench  capabilities  along  a  path  for  a  planar  serial 
 
manipulator  are  also  evaluated.  The  main  factors  that  affect 
wrench capabilities are discussed. 
 
Key‐words:  Robot  manipulator.  Environment  contact.  Wrench 
capabilities. Wrench  capabilities optimization along a path.   Ki‐
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6  METODOLOGIA  PARA  DETERMINAÇÃO  DA 
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aqueles  utilizados  no  interior  de  indústrias  realizando  tarefas 







pamentos,  construção  e demolição,  segurança  e vigilância  e  em 
aplicações militares. Já os principais robôs de uso privado são os 
aspiradores de pó e máquinas de cortar grama, kits educacionais, 
próteses  robóticas  e  robôs utilizados para auxílio de portadores 
de deficiência. 
O  número de  robôs  industriais  e de  robôs de  serviço  em 
operação no mundo  ao  final do  ano de  2008  é  respectivamente 
1,036 milhões e 7,2 milhões. Projeções feitas pela Federação Inter‐
nacional  de  Robótica  (IFR  –  International  Federation  of  Robotics) 
mostram que em 2012 serão 1,056 milhões de robôs industriais e 




os  robôs necessitam  interagir  com  o meio,  aplicando  ou  supor‐
tando forças e momentos de contato. Nas indústrias, este contato 
ocorre quando o  robô é empregado em  tarefas como montagem 
de  componentes, movimentação  de  cargas  e  peças,  limpeza  de 













A  modelagem  da  geometria  do  contato  está  relacionada 
com  a  caracterização  do  contato,  representando  cada  elemento 
através de suas propriedades topológicas. Investiga se ocorre um 
contato  através de vértices,  faces  ou  superfícies dos  objetos, ou 
uma  combinação destes. Analisa  também as  restrições que exis‐
tem quanto à movimentação relativa dos elementos. 
A  estimativa  dos  parâmetros  de  contato  está  relacionada 
com as propriedades  físicas dos elementos em contato e com as 








A  geração  de  referências  fornece  informações  sobre  posi‐
ção, velocidades,  torques e  forças desejados do manipulador de 
forma  que  o  contato  seja mantido  durante  determinada movi‐
mentação e que as  forças e momentos desejados na execução da 
tarefa sejam aplicados. 
As  estratégias de  controle  têm  a  função de determinar os 
torques  e  forças  necessários  nos  atuadores,  assegurando  que  a 
posição e orientação do efetuador final, os movimentos e as forças 
de  contato  desejados,  especificados  pelo  gerador  de  referência, 
1.1 Localização e Definição do Problema  35 
   
sejam  efetivamente  realizados  pelo  robô  (MASON,  1981).  As 
principais  estratégias de  controle de  força  existentes,  testadas  e 
consolidadas em estudos disponíveis na literatura, são o controle 
por  impedância,  o  controle  híbrido  e  o  controle  paralelo  (DE 
SCHUTTER et al., 1998) (ZENG; HEMANI, 1997).  
O  estudo desenvolvido nesta  tese  está  relacionado  com  a 
etapa de  geração de  referência,  levando  em  conta  as  limitações 
físicas do robô. 
Estas limitações físicas estão relacionadas com as restrições 
de deslocamentos das  juntas e com as  forças e  torques máximos 
dos atuadores. Em situações onde grandes acelerações ou  forças 
elevadas  de  contato  são  exigidas  do  robô,  os  atuadores  podem 
chegar  ao  limite  de  saturação,  comprometendo  a  execução  da 
tarefa.  
Em  tarefas  estáticas  ou  quase‐estáticas,  realizadas  com  o 









Na existência de  redundância  cinemática, o  robô pode  ter 
infinitas  configurações, mantendo  a  posição  e  a  orientação  do 
efetuador inalteradas. Em cada uma destas configurações, a força 
máxima possível de ser aplicada no meio é distinta e a capacida‐









tos  de  contato  com  o meio  são  esperados. Na  existência  de  re‐


















Por  apresentarem  maior  rigidez  e  maior  capacidade  de  força‐
momento em comparação com os robôs seriais  (MERLET, 2002), 
os robôs paralelos vêm sendo também utilizados em tarefas como 




ferramenta  de  corte  utilizado  e  a  taxa  de  remoção  de material 
desejada.  Neste  contexto,  a  capacidade  de  força‐momento  do 
robô deve ser conhecida para verificar a priori se as tarefas plane‐
jadas podem efetivamente ser executadas. 
Considerando  os  robôs  de  serviço,  a  principal motivação 
para  realização deste estudo está  relacionada com o desenvolvi‐
mento do  robô  chamado Roboturb, utilizado na  recuperação  a‐
través de soldagem de  turbinas erodidas por cavitação. Trata‐se 
de  uma  parceria  entre UFSC,  LACTEC  e  FURNAS  e,  em  uma 
1.3 Objetivos  37 
   











necessário  conhecer  a  capacidade  de  força‐momento  do  Robo‐
turb. Em havendo a necessidade de desenvolver um novo Robo‐
turb com configuração diferente da atual, a determinação da ca‐
pacidade  de  força‐momento  pode  ser  obtida  ainda  na  fase  de 
projeto  através  de  simulações,  reduzindo  os  custos  de  projeto 
com a construção de protótipos. 
Além dos motivos citados para os robôs paralelos e para o 




de  uma  cadeira.  Em  construções,  os  robôs  de  uso  profissional 
podem  ser  utilizados  para  carregar  materiais  e  equipamentos 
pesados,  como  sacos  de  cimento,  tijolos,  etc. Nestas  situações, 
conhecer  a  capacidade  de  força‐momento  é  fundamental  para 








uma  metodologia  para  a  otimização  da  capacidade  de  força‐
38   1 Introdução 
 
momento de  robôs manipuladores  em  contato  com  o meio,  em 
situações  estáticas  ou  quase‐estáticas,  aproveitando  de  forma 
eficiente  a  redundância  cinemática  e  a  redundância de  atuação. 
São objetivos específicos: 
a) Analisar os  fatores que  influenciam a capacidade de  for‐
ça‐momento de manipuladores; 
b) Adaptar  o método de Davies, utilizado na  resolução da 
estática de manipuladores, ao problema de otimização da 
















da  distribuição  de  forças  e  torques  nos  atuadores  de  forma  a 
cumprir determinado  função. O compartilhamento de carga por 
dois ou mais  robôs é um exemplo  clássico, estudado por vários 
autores  (CHENG;  ORIN,  1990)  (KIM;  CHOI,  2001) 
(MELCHIORRI,  1994)  (SUH;  HOLLERBACH,  1987)  onde,  em 
geral, o objetivo é manter as ações nos atuadores o mais afastado 
possível  da  saturação.  Ao  compartilhar  a  carga,  a  distribuição 
ótima de torques e forças nos atuadores pode ocorrer ao longo de 














robô  com o objetivo de não  saturar os  atuadores  é  apresentada 
em (WANG et al., 1999). Estudos sobre o balanceamento estático 
de  robôs  compensando  os  efeitos  das  forças  gravitacionais  são 
apresentados em (SARAVANAN et al., 2008). 
Embora estas  linhas de pesquisa citadas estejam relaciona‐
das  com a otimização de  forças  e  torques nos atuadores de um 




Estudos  específicos  sobre a  capacidade de  força‐momento 
são  apresentados  em  (NOKLEBY  et  al.,  2005)  e  em 





momento proposta nesta  tese  justifica‐se pois não  foram  encon‐
tradas  na  literatura  abordagens  genéricas  para  o  problema,  a‐
brangendo  robôs paralelos  e  seriais, planos  e  espaciais,  com  re‐











Capítulo  1,  o  problema  em  estudo  é  definido. A motivação,  as 










nas  os  conceitos  gerais. Na  análise  estática,  são  empregadas  as 
técnicas desenvolvidas por Davies. Como o método de Davies é 
baseado na  teoria dos helicoides, uma breve  revisão  sobre o as‐
sunto  é  apresentada.  Tendo  como  base  o  princípio  do  trabalho 
virtual, é mostrado que, sob certas condições, existe uma relação 








de, do  carregamento  e dos modos de  trabalho na determinação 
da  capacidade  de  força‐momento.  Índices  de  desempenho  são 
apresentados e as aplicações e  limitações dos elipsoides de força 






otimização  global  para  determinação  da  capacidade  de  força‐
momento de robôs manipuladores é justificada. Os motivos para 
utilização do algoritmo da Evolução Diferencial  (ED) na  resolu‐








dos de  casos utilizando  o Roboturb  (modelo  espacial  e modelo 
simplificado) e o manipulador 3‐RRR e suas variantes. Resultados 






No  Apêndice  A,  são  mostrados  os  fundamentos  da 
cinemática diferencial de robôs manipuladores seriais e paralelos, 
utilizando o método de Davies e o emprego de cadeias virtuais. 
No Apêndice  B,  a  cinemática  diferencial  dos manipuladores  3‐
RRR e RRR é apresentada. No Apêndice C, são apresentados os 
fundamentos  da  estática  de  robôs manipuladores  utilizando  o 
diagrama  do  corpo  livre  e  o  conceito  de  elipsoide  de  força  é 
analisado.  No  Apêndice  D,  a  estática  do  manipulador  RRR  é 
resolvida. No Apêndice  E,  a  influência  da  rigidez  e  das  forças 








Em  robótica, o  termo  redundância é  frequentemente asso‐
ciado apenas à redundância cinemática, que  tem como origem a 
geometria do robô e/ou a escolha da tarefa a ser executada. Com a 
crescente  utilização  de  robôs  de  estruturas  cinemáticas  mais 
complexas, como os paralelos, o conceito de redundância de atu‐























c) Como  ferramenta para a  resolução  computacional da  ci‐
nemática e da dinâmica de mecanismos; 










grafos  (SIMAS,  2008). O  cálculo  da mobilidade  de mecanismos 
utilizando  definições  da  teoria  dos  grafos  é  mostrado  em 
(CARBONI, 2008). 
O grafo é um sistema de linhas (arestas) conectado através 




serial com 3  juntas  rotativas e a Figura 2.1(b) mostra  sua  repre‐





























um  corpo  está  aplicando  ação  sobre  outro  corpo  adjacente  ou 
recebendo a ação.   Funciona como uma convenção de sinais que 












pertencem  à  árvore  geradora  são denominadas  ramos  e  as  que 
não pertencem são chamadas de cordas. Um corte é um conjunto 
de arestas que, se removidas, separam o grafo em dois subgrafos 




Para  ilustrar  estes  conceitos  é utilizado um  robô  paralelo 
plano de três pernas, cada uma delas com três juntas rotativas.  A 

































































ta  representação através de grafos das  restrições  impostas e das 
liberdades permitidas pelas  juntas é necessária. As  juntas são os 
elementos responsáveis por transmitir forças e torques de um elo 
para  o  adjacente  em um mecanismo.  São  também  responsáveis 




Considerando o espaço  tridimensional, uma  junta  rotativa 
R permite uma  rotação  e  restringe duas  rotações  e  três  transla‐
ções. Supondo que a rotação permitida θz ocorre em torno do eixo 
z, as rotações θx e θy em torno dos eixos x e y e as translações Lx, Ly 
e Lz nas  três direções cartesianas  são  restringidas. Na análise ci‐
nemática, esta junta é representada por uma única aresta equiva‐
lente ao grau de liberdade permitido. Na análise estática através 



















por  determinada  junta  deve  ser  representado  como  uma  única 
aresta no grafo. A junta esférica S, que permite três rotações (θx, θy 
e θz)  e  restringe  três  translações  (Lx, Ly  e Lz),  é  representada por 
grafos através de três juntas rotativas posicionadas em série, cada 
uma  representando  um dos  três  graus  de  liberdade  permitidos 
(Figura 2.4(a)). Quando apresentado desta  forma, o grafo é cha‐
mado de  grafo  expandido. Na  análise  estática,  cada  grau de  li‐
berdade  restringido deve ser  representado como uma aresta em 











































tática  e  cinemática  de mecanismos,  como matriz  de  adjacência, 








vés de  juntas. É dita  aberta  se  cada um dos  elos  é  conectado  a 
todos os demais  elos por  apenas um  caminho. Se  todos os  elos 
conectam‐se  aos  demais  elos  por  pelo menos  dois  caminhos,  a 
cadeia  cinemática  é dita  fechada. A  cadeia  cinemática  é híbrida 
























graus  de  liberdade  que  possui  (CONKUR;  BUCKINGHAM, 




dade das  cadeias  cinemáticas que os  constituem. Para o  cálculo 
da mobilidade  e  da  redundância  cinemática  de  robôs  pode‐se 
utilizar sem restrições fórmulas desenvolvidas para tal pela teoria 
dos mecanismos (GOGU, 2005). 
Os  principais  tipos  de  juntas  utilizadas  na  construção  de 
robôs seriais são a prismática ou de translação, representada pelo 
símbolo P,  e a  rotativa,  representada pelo  símbolo R. Em  robôs 
paralelos espaciais utiliza‐se, além da rotativa e da prismática, as 
juntas  cilíndrica  (C),  esférica(S),  plana  (E)  e  universal  (U),  esta 
última  formada  por  duas  juntas  rotativas  conectadas  em  série. 





esta  classe de mecanismos, o  cálculo da mobilidade  está direta‐
mente associado ao número de juntas. Nos robôs seriais, todas as 




A mobilidade  pode  ser  associada  também  ao  número  de 
















co  do mecanismo  e  analisar  a  existência  de  dependência  linear 
entre as equações (GOGU, 2005).  
Conhecendo  o  número  p  de  equações  independentes,  a 
mobilidade é calculada por: 














da  análise das  equações de  restrição que  representam  as movi‐
mentações possíveis do robô. 






mobilidade de mecanismos  e uma  revisão histórica  sobre o de‐
senvolvimento destas fórmulas é apresentada em Gogu (2005).  










grau bruto de  liberdade Fg de um mecanismo com  j  juntas é de‐
terminado através da equação: 















ߣ ൌ ܿ௜ ൅ ௜݂ (2.5) 
A fórmula de Kutzbach (1929) define a mobilidade como: 















de  liberdade, a  fórmula  (2.7) para o cálculo da mobilidade pode 
ser reescrita de forma simplificada como: 










tados  corretos para  cadeias  cinemáticas  abertas. Nas  cadeias  ci‐







Tarefas  complexas  como  trabalhos  em  ambientes  confina‐
dos ou na presença de obstáculos podem exigir uma destreza de 
movimentos que um robô normalmente não apresenta. 




atinja  posições  singulares,  sem  com  isso  reduzir  seu  espaço  de 
trabalho. Em manipuladores paralelos, a redundância cinemática 
pode  ser  convenientemente  aproveitada para otimizar  a  capaci‐




definição  única  na  literatura. O  conceito  utilizado  nesta  tese  é 









Quando  a mobilidade do manipulador  é maior  que  a di‐
mensão do espaço em que está inserido, existe uma redundância 
que  depende  apenas  da  topologia  da  cadeia  cinemática  que  o 
compõe. Este grau de redundância é uma propriedade intrínseca 
do mecanismo e não varia com a dimensão do espaço da tarefa e 












igual  ao  valor  de M  para  que  a  tarefa  possa  ser  executada. De 
forma geral, o grau de redundância cinemático da tarefa R de um 
robô é calculado por: 
ܴ ൌ ܯ െ ݀ (2.11) 
Se a dimensão de d é  igual à dimensão de λ, o grau de re‐


























duzida  e  seu  grau  de  redundância  é  alterado. Assim  como  no 
cálculo da mobilidade, ao longo do texto estas posições singulares 



















ܴ ൌ ݆ െ ݀  (2.12) 
O robô planar serial com três  juntas rotativas mostrado na 
Figura 2.1(a) possui  três graus de  liberdade  (M=3). Trabalhando 
no espaço plano, se a  tarefa exigir a utilização dos  três graus de 
liberdade,  este  não  irá  apresentar  redundância. No  entanto,  ao 






Ao considerar um robô serial com sete  juntas  (M=7)  traba‐










tema,  o  grau  de  redundância  da  cadeia  do mecanismo  é  dado 
pela equação (2.10). 
Martins  e Carboni  (2008)  desenvolveram  expressões  para 








cessárias para determinar  a posição  relativa  entre os  elos  i  e  j  . 
Utilizando a representação de um mecanismo através de um gra‐
fo G, o grau de controle entre dois elos i e j é definido como: 












ܴ௜௝ ൌ ܭ௜௝ െ ܥ௜௝  (2.15) 
Considerando  o  mecanismo  plano  de  cadeia  fechada  da 
Figura 2.7(a), constituído apenas por juntas rotativas, e seu grafo 
correspondente  mostrado  na  Figura  2.7(b),  verifica‐se  que  o 
número de  juntas e o número de elos é  igual a 8. O efetuador é 
definido como sendo o elo 4. Utilizando a relação de Kutzbach, a 
mobilidade  do  mecanismo  pode  ser  calculada  através  da 
equação(2.6): 












Utilizando  a  abordagem  de  grafos,  o  mecanismo  possui 
graus de  controle K0,4    igual a 4  e a  conectividade C0,4    é  igual a 
dimensão mínima do  sistema,  ou  seja,  igual  a  3. O  grau de  re‐
dundância R0,4  é portanto igual a 1.  







































tação  de  cada  um  de  seus  elos.  Utilizando  a  fórmula  de 
(MARTINS;  PIGA‐CARBONI,  2008),  a  redundância  é  definida 
entre dois elos específicos, a base e o efetuador, não existindo a 






Mas  independente da  fórmula utilizada para o  cálculo da 
mobilidade, ao considerar o robô paralelo (mecanismo de cadeia 
fechada)  inserido no meio  executando uma  tarefa  específica,  as 














e  não  pode  ser  alterada  livremente. Na movimentação  de  um 






Em  situações  em que  os  atuadores de um  robô ou meca‐


















Um  exemplo de  tarefa  cooperativa  é  o  compartilhamento 
de  carga mostrado  na  Figura  2.8(a). A utilização de dois  robôs 





























dagens  diferentes  na  literatura  para  conceituar  redundância  de 
atuação de manipuladores paralelos.  





































dância  de  atuação  ocorre  quando  o  número  de  juntas  ativas  é 
maior que a mobilidade do mecanismo. A redundância de atua‐







lidade M=3  é utilizado. Para movimentar  este  robô  ao  longo de 
todas as  trajetórias possíveis, considerando seu espaço de  traba‐
lho, o número mínimo necessário de juntas ativas é três, podendo 
permanecer  as  demais  passivas.  Se  no  projeto  inicial  as  juntas 
ativas são as indicadas pelas letras A, B e C e, se por algum moti‐
vo, é posteriormente adicionado um atuador à  junta D, este me‐




































o meio, os  esforços  existentes na  interface. Em primeira  análise 
não abrange o estudo dos esforços  internos de  tração, compres‐
são,  torção ou cisalhamento existentes nos elos, mas, conhecidos 
os  esforços  nas  juntas,  os  esforços  internos  existentes  nos  elos 
podem ser determinados e utilizados no projeto dimensional do 
sistema.  
Neste  capítulo  é  apresentada  a  estática de  robôs  seriais  e 
paralelos, redundantes ou não, através da abordagem tradicional 
(diagrama de equilíbrio do corpo  livre) e através do método de 

















Formulada  inicialmente por Mozzi  (1763)  e  sistematizada 
por Ball (1900 ‐ reedição 1998), a teoria dos helicoides encontrou 
na robótica e no estudo de mecanismos um campo fértil para sua 
aplicação  (DAVIDSON; HUNT,  2004).  É  uma  ferramenta  capaz 
de representar o estado instantâneo de movimentos e de ações de 








po  rígido  em  relação  a um  referencial  fixo podem  ser descritas 
através de uma rotação diferencial ω em relação a um eixo fixo e 
uma translação diferencial τd na direção do mesmo eixo, ocorren‐
do  simultaneamente. O movimento  completo  combinando  rota‐
ção e translação é um movimento helicoidal que pode ser repre‐
sentado através de um heligiro $M (twist do inglês). A relação en‐
tre a velocidade  linear  e a velocidade angular de um heligiro  é 
denominada de passo h do heligiro. 





































































































A  linha que aparece no vetor do heligiro  tem como  finali‐
dade separar as componentes dos vetores (ω; Vp). Está separação 
não tem utilidade prática e é utilizada apenas nesta e na próxima 
seção  para  facilitar  a  compreensão  dos  conceitos  de  heligiro  e 
heliforça. Nas demais seções e capítulos deste trabalho esta sepa‐
ração é suprimida.  
 Na  cinemática  diferencial,  o  heligiro  pode  ser  utilizado 
tanto para representar o movimento de um elo em relação a um 
referencial  fixo  como para  representar o movimento  relativo de 

















































































































tas prismáticas  e  rotativas. Nos  robôs paralelos, podem  ser  em‐
pregadas  também  juntas  esféricas,  cilíndricas  e outras. O movi‐
mento  permitido  por  cada  uma  destas  juntas  com mais  de  um 
grau de liberdade pode ser representado pelo movimento de jun‐
tas  rotativas  e/ou prismáticas  associadas  em  série. Assim,  inde‐
pendente do tipo de  junta utilizada, sempre é possível represen‐
tar seu movimento permitido através de uma das formas reduzi‐










em um corpo  rígido pode  ser  reduzido a  sistema composto por 
uma força atuando ao longo de uma linha de ação e por um biná‐
rio paralelo à mesma linha (POINSOT, 1806). Na análise estática, 





ta por um vetor ܴ que  representa  a  força  atuando  ao  longo da 
linha  de  ação  normalizada  Ԧܵ஺  e  um  vetor  ௣ܶ  que  representa  o 
momento  calculado  em um ponto  específico do  corpo. As  com‐
ponentes  {L, M,  P}  da  força  ሬܴԦ,  representam  respectivamente  as 
forças nas direções de cada um dos eixos cartesianos x, y e z do 
sistema de  coordenadas  referencial. O momento  ሬܶԦ௣  é  composto 
















ሬܶԦ ൌ ݄ ሬܴԦ  (3.5)
É  possível  normalizar  a  heliforça,  separando‐a  em  um 






































































































O‐xyz dextrogiro,  as  restrições podem  ser decompostas  em  três 
forças Fx , Fy e Fz e em três momentos Mx , My e Mz em relação aos 
eixos x, y e z do espaço cartesiano. 






























































































































































































é conveniente que  todas as heliforças existentes  sejam  represen‐
tadas em relação ao mesmo ponto (em geral a origem do sistema), 












(DAVIES,  1995).  As  definições  utilizadas  por  Davies,  a  seguir 
descritas, são necessárias para a compreensão do método.  
A  velocidade  rotacional  e  a  velocidade  translacional  que 
definem o estado cinemático de um corpo são os movimentos. As 
forças e momentos que surgem na interação entre dois corpos são 






eles. As  juntas  são  acoplamentos que permitem no mínimo um 
grau de liberdade. 










mecanismos  na  Seção  2.2  aplicam‐se  ao  formalismo  de  Davies 
para redes de acoplamento. 
Redes de acoplamento com mobilidade M=0, onde não exis‐
te  a  possibilidade  de movimento  relativo  entre  os  corpos,  são 
chamadas de estruturas. Se uma estrutura possui grau líquido de 
restrição maior  do  que  zero  é  dita  super‐restringida  (do  inglês 
overconstrained) ou hiperestática. 
As cadeias cinemáticas são redes de acoplamento que apre‐

















equações  linearmente  dependentes  (redundantes)  implica  na  e‐
xistência de sub‐restrições. As sub‐restrições não impossibilitam a 
análise estática, mas as ações possíveis não são  livres. Ações ex‐
ternas  aplicadas  ao mecanismo  em  determinadas  direções  não 









A  cinemática  diferencial  estabelece  uma  relação  entre  os 
movimentos  das  juntas  do  robô  e  o movimento  de  um  ponto 
importante  do  robô.  Este  ponto  em  geral  é  onde  ocorre  a 
interação  do  robô  com meio,  seja  através  de  contato  físico  ou 
através  da  manutenção  de  uma  distância  controlada.  Como 
descrito  anteriormente,  nos  manipuladores  este  ponto  é  o 
efetuador, que pode  ser uma garra, uma  ferramenta para  solda 
ponto,  uma  pistola  para  aplicação  de  tinta  e  outros.  Os 



















ܬ௫ݔሶ ൌ ܬఏߠሶ   (3.10) 
Independente do tipo de robô e do procedimento utilizado 







j *  j, onde  j é  igual ao número de  juntas, ou, da mesma forma, à 
mobilidade  da  cadeia  cinemática.  Não  existindo  dependência 
linear  (singularidades), a matriz  jacobiana admite  inversa e a ci‐
nemática inversa pode ser escrita na forma: 
ߠሶ ൌ ܬିଵݔሶ   (3.11) 
Nos robôs paralelos, na ausência de singularidades e de re‐
dundâncias  cinemáticas  e de  atuação,  tanto  a matriz  ܬ௫  como  a 




ߠሶ ൌ ܬఏିଵܬ௫ݔሶ ൌ ܬݔሶ  






























solução das  equações de  equilíbrio  que  caracterizam  o  sistema. 
Os  robôs são mecanismos atuados que possuem no mínimo um 














߬ ൌ ݂ሺߠሻܨ  (3.14) 




quaternions  duais, método  de Davies  utilizando  helicoides  e  o 
princípio  do  trabalho  virtual  (CAZANGI,  2008). Nas  próximas 











Para  a  análise  estática  de  cadeias  cinemáticas  através  do 
método de Davies, as  forças externas aplicadas devem ser  inter‐
nalizadas  de  forma  que  a  cadeia  fique  super‐restringida 
(DAVIES,  1983).    Originalmente  desenvolvida  para  cadeias  fe‐










do. Considerando  o  grau  bruto de  restrição  C  e utilizando‐se  o 
conceito de heliforças, pode‐se escrever para cada corte a equação 
de equilíbrio na forma matricial: 





































ሾܣேሿఒ௞,஼ ൌ ൣܣመே൧ఒ௞,஼ሼ߰ሽ஼,ଵ ൌ ሼ0ሽఒ௞,ଵ  (3.17) 
Para  resolver a estática, há a necessidade de  identificar as 
Cn  variáveis  conhecidas  (variáveis  primárias)  e  as  λk  incógnitas 
(variáveis  secundárias). A  equação  (3.17)  deve  ser manipulada 




ሼ߰௦ሽఒ௞,ଵ ൌ ቂെܣመே௦ିଵቃఒ௞,ఒ௞ ൣܣመே௣൧ఒ௞,஼೙൛߰௣ൟ஼೙,ଵ  (3.18) 
Todas as heliforças devem obrigatoriamente estar represen‐
tadas no mesmo sistema de referência. 



























e  a  velocidade do  efetuador. Na  estática,  o  objetivo  em  geral  é 
estabelecer uma relação entre os torques e as forças aplicados nos 
atuadores e as ações transmitidas no contato do efetuador com o 




camentos  e  rotações  assumidos  e não necessariamente  realistas, 
são  quantidades  diferenciais  de  primeira  ordem,  representados 
respectivamente por  ߜݏ  e  ߜݍ. O  trabalho virtual  ߜܹ  correspon‐
dente a um deslocamento virtual causado por uma força f é dado 
por: 
ߜܹ ൌ ்݂ߜݏ  (3.19) 
O trabalho virtual ߜܹ correspondente a uma rotação virtu‐
al causado por um momento M é dado por: 
ߜܹ ൌ ܯ்ߜݍ  (3.20) 
Em robôs manipuladores, o trabalho virtual realizado pelos 
torques e forças dos atuadores é definido por: 







ߜܹ ൌ ܨ்ߜݔ  (3.22) 
onde F é vetor que composto pelas forças e torques aplicados pelo 
meio  e  ߜݔ  é  o  vetor  composto  pelos  deslocamentos  e  rotações 
virtuais do efetuador. O trabalho virtual total de um manipulador 
é calculado por: 
ߜܹ ൌ ்߬ߜߠ െ ܨ்ߜݔ  (3.23) 
O princípio do  trabalho virtual estabelece que um sistema 
de corpos rígidos está em equilíbrio se o trabalho virtual realiza‐
do  por  todas  ações  externas  atuantes  no  sistema  for  nulo  para 
cada  deslocamento  virtual  independente  do  sistema.  Para  que 
exista  equilíbrio  em um mecanismo  robótico, pelo princípio do 
trabalho virtual: 
ߜܹ ൌ ்߬ߜߠ െ ܨ்ߜݔ ൌ 0 ou ்߬ߜߠ ൌ ܨ்ߜݔ  (3.24) 
Nos robôs seriais, os deslocamentos virtuais ߜݔ e ߜߠ são re‐
lacionados através da matriz jacobiana na forma: 
ߜݔ ൌ ܬߜߠ  (3.25) 
Substituindo‐se a equação (3.25) em (3.24) obtém‐se: 
்߬ߜߠ െ ܨ்ܬߜߠ ൌ ሺ்߬ െ ܨ்ܬሻߜߠ ൌ 0  (3.26) 
Como  a  equação  (3.26)  é verdadeira para qualquer deslo‐
camento arbitrário ߜߠ, tem‐se: 
்߬ െ ܨ்ܬ ൌ 0  (3.27) 
Tomando‐se a  transposta de  (3.27)  fica estabelecida a rela‐
ção: 
߬ ൌ ܬ்ܨ  (3.28) 












das  se não existir nenhuma ação externa além das  forças  e mo‐
mentos nas  juntas e das  forças e momentos aplicados no efetua‐
dor pelo meio. Na existência de forças gravitacionais e de atrito, 
não  se  obtém,  utilizando  o  princípio  do  trabalho  virtual,  uma 
matriz que estabeleça uma relação direta entre a cinemática dife‐
rencial e a estática. 





nhecendo  a matriz dos  circuitos  e vice‐versa. Quando  se deseja 
fazer a análise cinemática e estática de uma rede de acoplamen‐




























 facilidade  de  estender  a  análise  estática  de  um 
mecanismo específico para mecanismos similares. 
O  formalismo  do  método  de  Davies  é  evidenciado  pelo 
procedimento  sistematizado na  geração dos  grafos,  escolha dos 







de  rede. Na  técnica  do  diagrama  do  corpo  livre,  a  inclusão  de 
uma  ação  externa  gera  a  necessidade  de  um  novo  processo  de 
substituição para obtenção das equações de equilíbrio.  

















































O  robô  serial mostrado  na  Figura  3.3  é  planar,  com  uma 
junta  prismática  e  três  juntas  rotativas,  apresentando  grau  de 
mobilidade M=4. Trabalhando  em um  espaço de dimensão  três, 











ܣ ൌ ൝ ஺ܺ஺ܻ0
ൡ ;  ܤ ൌ ൝
ܺ஻
஻ܻ0
ൡ ; ܥ ൌ ൝
ܺ஼
஼ܻ0
ൡ ; ܦ ൌ ൝
ܺ஽
஽ܻ0





restrições o método do diagrama do  corpo  livre  e o método de 
Davies, procedendo de maneira similar ao apresentado no Apên‐







































































ܨ௫஺ ൌ ܨ஺cosሺߠிሻ െ ܨ௉஺senሺߠிሻ  (3.32) 
ܨ௬஺ ൌ ܨ஺senሺߠிሻ ൅ ܨ௉஺cosሺߠிሻ  (3.33) 









































































ۍ$஺ 0 0 0 െ$௉0 $஻ 0 0 െ$௉
0 0 $஼ 0 െ$௉





















ۍܿ݋ݏሺߠிሻ െݏ݁݊ሺߠிሻ 0 0 0 0 0 0 0ݏ݁݊ሺߠிሻ ܿ݋ݏሺߠிሻ 0 0 0 0 0 0 0
0 ට ஺ܺଶ ൅ ஺ܻଶ 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 െ ஼ܻ ܺ஼ 10 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
…
… 
0 0 0 െ1 0 0
0 0 0 0 െ1 0
0 0 0 ௉ܻ െܺ௉ െ10 0 0 െ1 0 0
0 0 0 0 െ1 0
0 0 0 ௉ܻ െܺ௉ െ10 0 0 െ1 0 0
0 0 0 0 െ1 0
0 0 0 ௉ܻ െܺ௉ െ11 0 0 െ1 0 0
0 1 0 0 െ1 0







































































A equação  (3.40)  fornece de  forma geral as equações de e‐













߰௦ ൌ ൛ܨ஺ ܨ௉஺ ܯ௭ಲ ܨ௫஻ ܨ௬஻ ߬஻ …… ܨ௫஼ ܨ௬஼ ߬஼ ܨ௫஽ ܨ௬஽ ߬஽ൟ
  (3.42) 
As matrizes de ações de rede dependem da geometria e da 
posição  atual  do mecanismo. Na  ausência  de  singularidades,  a 
matriz de ações de rede secundária pode ser invertida e as ações 






















߰௦ ൌ ൛ܨ஺ ܨ௉஺ ܯ௭ಲ ܨ௫஻ ܨ௬஻ ܨ௫஼ ܨ௬஼ … 






ação  controlada  no meio  ou  suportar  uma  ação  aplicada  pelo 
meio, os  torques necessários nas  juntas para manter o equilíbrio 
estático  podem  ser  determinados  pela  equação  (3.41). Mas  não 
existe a liberdade de aplicar ações desejadas nas quatro juntas.  
No robô PRRR, definidos os torques nas  juntas rotativas, a 
força  na  junta  prismática  será  aquela  necessária  para manter  o 
equilíbrio estático do sistema. Se for aplicada uma força diferente 















riza  o mecanismo  indica  que  as  juntas  atuadas  são  as  três  que 

















tivas. As  forças externas são os  torques das  juntas ativas e as a‐


































ܥ௡ ൌ ܥ െ ߣ݇ ൌ 24 െ 3 כ 7 ൌ 3  (3.46) 
Portanto, o número de variáveis primárias necessárias para 
determinar  estaticamente  o mecanismo  é  três. As  variáveis pri‐
márias podem ser os torques nos atuadores ou as ações de intera‐
ção do robô com o meio.  


















































ۍെ$஺ଵ $஺ଶ െ$஺ଷ 0 0 0െ$஺ଵ 0 െ$஺ଷ 0 $஻ଶ 0
െ$஺ଵ 0 െ$஺ଷ 0 0 0
0 0 $஺ଷ 0 0 െ$஻ଷ
0 0 $஺ଷ 0 0 0
$஺ଵ 0 0 0 0 0
$஺ଵ 0 0 െ$஻ଵ 0 0
… 
...
0 0 0 $௉
0 0 0 $௉
0 $஼ଶ 0 $௉0 0 0 0
0 0 െ$஼ଷ 0
















































ൣܣመே൧ଶଵ,ଶସሼ߰ሽଶସ,ଵ ൌ ሼ0ሽଶଵ,ଵ  (3.52) 
onde o vetor de magnitudes ߰  é dado por: 
߰ ൌ ൛ܨ௫஺ଵ ܨ௬஺ଵ ߬஺ଵ ܨ௫஺ଶ ܨ௬஺ଶ ߬஺ଶ ܨ௫஺ଷ ܨ௬஺ଷ … 
…߬஺ଷ   ܨ௫஻ଵ ܨ௬஻ଵ ܨ௫஻ଶ ܨ௬஻ଶ   ܨ௫஻ଷ ܨ௬஻ଷ ܨ௫஼ଵ ܨ௬஼ଵ...










߰௦ ൌ ൛ܨ௫஺ଵ ܨ௬஺ଵ ߬஺ଵ ܨ௫஺ଶ ܨ௬஺ଶ ߬஺ଶ ܨ௫஺ଷ ܨ௬஺ଷ … 
…߬஺ଷ   ܨ௫஻ଵ ܨ௬஻ଵ ܨ௫஻ଶ ܨ௬஻ଶ   ܨ௫஻ଷ ܨ௬஻ଷ ܨ௫஼ଵ ܨ௬஼ଵ...
… ܨ௫஼ଶ ܨ௬஼ଶ ܨ௫஼ଷ ܨ௬஼ଷൟ் 
(3.55) 
 Na ausência de singularidades, a matriz de ações de rede 
unitárias  secundárias  admite  inversa. Novamente  aparecem nas 
relações as forças de reação das juntas. Se desejado, deve ser utili‐
zada  a matriz  aniquiladora,  apresentada  no  Apêndice  A,  para 
eliminar as variáveis secundárias que não se necessita conhecer. 
Se o objetivo  é  encontrar as  forças de  contato dados os  torques 












tação  do  efetuador),  sem  ultrapassar  os  limites  dos  atuadores 
(NOKLEBY et al., 2005). A capacidade de força‐momento de um 
manipulador  depende  dos  limites  de  seus  atuadores,  de  suas 
características geométricas e de sua configuração. Diferentes con‐
figurações para o mesmo ponto de contato entre o manipulador e 






máximos. Quando o contexto deixa  claro que  se  tratam exclusi‐




conceito  de modo  de  trabalho  para manipuladores  com  redun‐
dância cinemática é definido. Os índices de desempenho existen‐
tes na  literatura  são  apresentados. As  abordagens  existentes na 
literatura para determinação da capacidade de força‐momento de 
manipuladores são apresentadas. A influência da rigidez do ma‐
nipulador  e  das  forças  gravitacionais  na  capacidade  de  força‐
momento é abordada. Ao longo do texto, os ângulos são forneci‐
dos preferencialmente em radianos. Mas, em algumas situações, 










cinemática  inversa  de  posição  do  manipulador  (WENGER; 
CHABLAT, 1998). Conhecida a posição e orientação do efetuador, 
cada uma das soluções possíveis da cinemática inversa define um 
dos modos  de  trabalho  do manipulador.  Tanto manipuladores 












da  capacidade  de  força‐momento  de  manipuladores  ao  longo 
deste trabalho.  
Para o manipulador RRR, os dois modos de trabalho possí‐














orientação  do  efetuador,  o manipulador  pode  assumir  infinitas 
configurações. Assume‐se neste estudo que, a partir de uma posi‐
























































manipulador, uma ou mais de  suas  juntas  são  levadas aos  seus 
limites máximos de atuação. Esta condição de limite de atuação é 
chamada de  saturação de  atuação  e  a  junta que primeiramente 
sofre saturação é definida como sendo a junta crítica do manipu‐
lador.  A  capacidade  de  força‐momento  de  um  manipulador  é 
determinada pela saturação de sua junta crítica. Para que não haja 







devem  ser  considerados  na  determinação  da  junta  crítica  e  da 
capacidade de força‐momento de manipuladores.  
Ao analisar a  influência destes fatores na determinação da 




















dos  obtidos  a partir deste  estudo  fornecem  informações  impor‐
































Para  este manipulador, o  Jacobiano  é definido por  (TSAI, 
1999): 
ܬ ൌ ൤െሺܽଵ ஺ܵ ൅ ܽଶ ஺ܵ஻ሻ െܽଶ ஺ܵ஻ܽଵܥ஺ ൅ ܽଶܥ஺஻ ܽଶܥ஺஻ ൨ 
(4.1) 
onde  ஺ܵ e ܥ஺ representam, respectivamente, o seno e o cosseno do 
ângulo θA  e  ஺ܵ஻  e ܥ஺஻  representam,  respectivamente, o  seno  e o 
cosseno da soma dos ângulos θA e θB.  
Desprezando a gravidade e definindo os torques das juntas 












eixo que define  a  linha de  ação da  força  resultante  e  o  eixo de 
rotação das juntas.  
































































Figura  4.5:   Configuração  do manipulador  planar RR  com  θA=0  rad  e 
θB=π/4 rad 
 






ܨ௬௠á௫ ൌ 3߬஻௠á௫ܽଶ ൅ ܽଶcosሺߨ 4⁄ ሻ ൌ
3߬஻௠á௫
ܽଶ൫1 ൅ √2 2⁄ ൯



































































Portanto,  identificar na execução de uma  tarefa  se a  força 
deve ser aplicada apenas em uma direção específica ou se pode 

























ߨ 4⁄  e െߨ 4⁄  e que os comprimentos dos elos são unitários. Substi‐
tuindo estes valores na equação (4.5) obtém‐se: 
൜ܨ௫ܨ௬ൠ ൌ ൤
√2 1 ൅ √2
0 1 ൨ ቄ
߬஺߬஻ቅ 
(4.6) 
Nesta  configuração, pode  ser  aplicado  como  exemplo um 
torque  ߬஺ ൌ 10 Nm  e um  torque  ߬஻ ൌ 0 Nm,  resultando  em uma 






torques  escolhidos  ficarem  dentro  das  especificações máximas, 
não ocorrerá uma sobrecarga nos atuadores, pois as forças exter‐
nas é que devem se adequar aos torques escolhidos.  












senta  quatro  graus  de  liberdade. Quando  empregado  em  uma 





Devido  à  redundância  cinemática,  existem  movimentos 
possíveis nas juntas A, B, C e D do manipulador que não alteram 
a posição e orientação do efetuador. Na análise estática, esta mo‐
































Com  estas  condições,  a  posição  cartesiana  da  junta  D  é 
constante e as forças na junta D são idênticas às forças de contato 
no  ponto  P. Como  consequência,  o  comprimento  do  elo  4  não 
entra no equacionamento estático do mecanismo e, do ponto de 
vista  estático,  o manipulador  pode  ser  representado  de  forma 




de  redundância  cinemática  que  o  manipulador  RRRR  possui. 
Alterar a orientação do manipulador RRR é equivalente a modifi‐




























Para  o manipulador  RRR,  a matriz  jacobiana  é  dada  por  
(TSAI, 2001): 
ܬ ൌ ൥
െሺܽଵ ஺ܵ ൅ ܽଶ ஺ܵ஻ ൅ ܽଷ ஺ܵ஻஼ሻ െሺܽଶ ஺ܵ஻ ൅ ܽଷ ஺ܵ஻஼ሻ െܽଷ ஺ܵ஻஼




















onde τA  , τB   e τC são os  torques nas  juntas e Fx, Fy e Mz as ações 
aplicadas pelo manipulador no meio.  
As  equações  de  equilíbrio  apresentadas  na  equação  (4.8) 
são necessárias para o  estudo da  capacidade de  força‐momento 
do manipulador. Ao longo desta seção são apresentados para este 
manipulador  resultados  de  simulações  feitas  com  o  programa 
MatLab®, observadas as seguintes considerações: 
 O  estudo  leva  em  consideração  várias  configurações  do 
manipulador,  mas  a  localização  XD  e  YD  do  efetuador 





 Definindo  o  valor  angular  da  junta  A,  fica  definida  a 





 O  comprimento  dos  elos  é  fixo,  sendo,  para  todas  as 
simulações a1= 1,2 m, a2=0,8 m e a3=0,4 m; 
 Em  todas as  simulações é aplicada uma  força apenas na 
direção x. Fy e Mz ser iguais à zero; 
 Para  a  determinação  da  força  máxima  possível  de  ser 
aplicada  pelo manipulador,  a  força  Fx  é  aumentada  até 
atingir o  limite de  saturação da  junta  crítica do  sistema. 
Não  se  está  buscando  a direção  em  que  o manipulador 
consegue aplicar a maior força e sim a força máxima que 
pode ser aplicada em uma dada direção; 
 A  força  Fx  máxima  é  calculada  para  cada  uma  das 
configurações; 
A Figura  4.9 mostra  a  configuração do manipulador RRR 
para quatro valores distintos de ߠ஺ no  intervalo  [0°  , 90°], man‐
tendo a posição cartesiana do ponto D em x=1,2 m e y=1,2 m. 





















 Torques  máximos:  ߬஺୫á୶=±10  Nm;  ߬஻୫á୶=±3  Nm;  
߬஼୫á୶=±1 Nm; 
Ao  realizar  os  cálculos  com  θA  variando  entre  0°  e  90°,  a  força 
máxima Fx possível de ser aplicada em cada uma das configura‐
ções é mostrada na Figura 4.10. 







































Analisando  a  Figura  4.10, observa‐se que  a  força máxima 
varia para cada configuração do manipulador. Isto evidencia que 
a  redundância cinemática pode ser utilizada para otimizar a ca‐
pacidade  de  força‐momento  de  um manipulador,  aproveitando 
as movimentações  internas na busca da  configuração mais  ade‐
quada. 
A Tabela 4.1 mostra os valores dos  torques  em  cada uma 
das juntas ao atingir a força máxima. Os valores em negrito iden‐
tificam as  juntas críticas sujeitas à saturação de atuação em cada 
configuração. A  capacidade  de  força  apresenta  dois  pontos  de 
máximo, um máximo  local  em ߠ஺=30°  e um máximo  global  em 
ߠ஺=90°. Na posição ߠ஺ ൌ0°, tanto a junta B como a C estão satura‐
das. Com ߠ஺ entre 10° e 30°, a  junta que atinge o torque máximo 
permitido  é a B. Com ߠ஺ variando  entre 40°  e 80°, a  junta mais 
solicitada relativamente é a C. E com ߠ஺= 90°, a junta A é que limi‐
ta a  força máxima a  ser aplicada, enquanto que as  juntas B e C 
não são solicitadas. 





























0°  10°  20°  30°  40°  50°  60°  70°  80°  90° 
τA  ‐3,12 ‐3,72 ‐4,56 ‐6,120  ‐3,36 ‐3,12 ‐3,12 ‐3,24 ‐3,96 ‐10,0 
τB  ‐3,00 ‐3,00 ‐3,00 ‐3,00  ‐1,20 ‐0,72 ‐0,41 ‐0,19 ‐0,06 ‐0,0 
τC  ‐1,00 ‐0,76 ‐0,21 0,89 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,0 
 














































direção  x quando o ângulo ߠ஺ varia de 0°  até  90°  é  constante  e 
















Apenas  na posição  onde  ߠ஺ ൌ 0°,  tanto  a  junta A  como  a 
junta B estão saturadas. Em todas demais posições, a junta A está 





















Torque na junta A
Torque na junta B






Portanto,  em manipuladores  seriais  com  redundância  ci‐



















































na posição ߠ஺ ൌ 90°. Em ߠ஺ ൌ 30°  também  existe uma  condição 
favorável,  embora  inferior. O  que  se  pode  afirmar  com  certeza 
sobre estas duas posições é que são as mais  favoráveis para su‐




Considerando o  robô  real RRRR, na posição ߠ஺ ൌ 30° não 
existem  singularidades  e  a  força  Fx máxima  calculada pode  ser 
aplicada. Na posição ߠ஺ ൌ 90°, as juntas B, C e D estão alinhadas e 
o manipulador  encontra‐se  em uma posição  singular, perdendo 




























O  fato  da maior  capacidade  de  força  ter  sido  obtida  em 
uma posição singular não significa que sempre as forças máximas 
serão alcançadas em posições singulares para todos os manipula‐








utilizadas  para  aplicar  a  força.  Analisando  apenas  o  braço,  as 
articulações do punho, cotovelo e ombro estão alinhadas, o que 
caracteriza uma  singularidade,  e  as  forças  são  suportadas pelas 
estruturas ósseas e articulações.  
Instintivamente o  ser humano preserva os músculos mais 
fracos, mantendo  as  juntas  do  braço  em  posições  singulares  e 
utiliza os músculos mais  fortes das pernas para aplicar a  força. 
Mesmo  quando  o  objeto  a  ser  empurrado  começa  a  apresentar 
deslocamentos, as juntas mais fracas dos braços podem permane‐

























tovelo para  baixo  (0  rad  <θC  < π  rad)  a primeira  condição mais 
favorável  ocorre  para  o mesmo  valor  θA.  Isto  ocorre  porque  o 
manipulador  encontra‐se  exatamente  na  mesma  configuração 
obtida no modo de  trabalho cotovelo para cima. Mas a segunda 
condição  mais  favorável  ocorre  em  ߠ஺ ൌ 40°  e  não  mais  em 
ߠ஺ ൌ 30°. A força máxima Fx=7 N obtida nesta segunda condição 
mais favorável é superior à da simulação com cotovelo para cima 













































Definida  a  junta  crítica  do  sistema,  aplica‐se  o  torque máximo 
nesta  junta e, através das equações de equilíbrio, determinam‐se 
as  ações  de  interação  entre  o manipulador  e  o meio. Algumas 
abordagens existentes na  literatura, descritas na Seção 4.4, utili‐
zam  este  conceito  para  determinar  a  capacidade  de  força‐
momento de manipuladores.  
O  procedimento  utilizado  nesta  seção  para  determinar  a 
































res  que  influenciam  na  determinação  da  capacidade  de  força‐
momento de manipuladores. A metodologia geral para a deter‐


















nipuladores  (GOSSELIN;  ANGELES,  1991).  Índices  específicos 










































 ܨ௣௠ ௔௣௣  (força máxima  com um momento definido) – é a 
força  máxima  que  o  manipulador  consegue  aplicar 
considerando  todas  as  direções  e  o  valor  do momento 




prescribed  moment  da  língua  inglesa.  Se  o  valor  do 
momento é nulo, o conceito de  ܨ௣௠ ௔௣௣ é igual ao MAV no 
sentido  forte.  Ao  longo  do  texto  este  índice  é 
representado de forma simplificada por ܨ௔௣௣; 
 ܨ௣௠ ௜௦௢  (força  máxima  isotrópica  com  um  momento 
definido) – é a força máxima que o manipulador consegue 
aplicar  em  todas  as  direções,  considerando  o  valor  do 
momento  conhecido. O  subescrito  iso é uma abreviatura 
para  o  termo  inglês  isotropic.  Se  o  valor  do momento  é 
nulo, o conceito de  ܨ௣௠ ௜௦௢ é igual ao MIV no sentido forte; 
 ܨ௠௥ ௔௣௣ (força máxima atingível) – é a força máxima que o 
manipulador  consegue  aplicar  considerando  todas  as 
direções.  Sempre  possui  um  momento  associado  e  é 
similar ao conceito de MAV no sentido fraco; 
 ܨ௠௥ ௜௦௢  (força  máxima  isotrópica  atingível)  –  é  a  força 
máxima que o manipulador consegue aplicar em todas as 
direções.  Sempre  possui  um  momento  associado  e  é 
similar ao conceito de MIV no sentido fraco; 
 ܯ௭௣௙   (momento máximo  com uma  força definida)  –  é o 
momento máximo que  o manipulador  consegue  aplicar, 
considerando o valor da força conhecido; 
 ܯ௭௜௙   (momento  máximo  com  uma  força  isotrópica 
máxima  definida)  –  é  o  momento  máximo  que  o 
manipulador  consegue  aplicar,  considerando  uma  força 
isotrópica máxima definida; 
 ܯ௭௥௙  (momento máximo com uma força máxima definida) 
–  é  o  momento  máximo  que  o  manipulador  consegue 
aplicar, considerando uma força máxima definida; 
 ܯ௭௠௥  (momento máximo com força livre) – é o momento 
máximo  que  o  manipulador  consegue  aplicar, 
considerando uma força livre; 










dade. É  importante  também  estabelecer um  índice que defina a 
capacidade de força do manipulador ao longo de uma trajetória. 
 Para atender a estas necessidades, são propostos neste tra‐
balho os índices de desempenho ܨௗ௜௥,  ܨெ ௗ௜௥,  ܨி ௗ௜௥,  ܨிெ ௗ௜௥ e ܨ்௥௔௝ 
descritos a seguir: 
 ܨௗ௜௥  (capacidade de  força direcional)  ‐  é a  força máxima 
que  o  manipulador  consegue  aplicar  em  uma  direção 
específica,  considerando  que  o  valor  do momento  e  da 
força ܨ௣௔௥௔, perpendicular a ܨௗ௜௥, são definidos.  Quando o 







força máxima  que  o manipulador  consegue  aplicar  em 
uma  direção  específica,  considerando  o  valor  da  força 
perpendicular livre e o valor do momento igual a zero. 
 ܨிெ ௗ௜௥  (capacidade  de  força  direcional  com  força  e 
momentos  livres)  ‐ é a  força máxima que o manipulador 
consegue  aplicar  em  uma  direção  específica, 





deslocamento  contínuo.  Entende‐se  por  deslocamento 
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contínuo  uma  sequência  de  pontos  que  manipulador 
atinge sem passar por singularidades e sem paradas para 






Símbolo  ܨௗ௜௥ Momento  ܨ௣௔௥௔ Configuração
ܨௗ௜௥  máxima  definido  definida  livre 
ܨெ ௗ௜௥  máxima  livre  0  livre 
ܨி ௗ௜௥  máxima  0  livre  livre 
ܨிெ ௗ௜௥  máxima  livre  livre  livre 
ܨ்௥௔௝  máxima  definido  definida  livre 
 
Ao  longo do  texto, os  termos  capacidade de  força  e  força 










ção  eficiente  de  torques  e  forças  nos  atuadores  na  presença  de 
redundância de atuação  (KUMAR; WALDRON, 1988)  (ZHENG; 





de  força‐momento  de  manipuladores  são  problemas  distintos. 


















aplicar uma  força desejada  em  todo  seu  espaço de  trabalho  e a 
















o  grau de  redundância  cinemática  é um  e não  é possível  obter 
uma  solução  analítica para determinar  o  espaço de  trabalho de 
força. Para verificar  em  cada ponto do  espaço de  trabalho  se  a 
força desejada pode  ser  aplicada,  é utilizada uma  estratégia de 
otimização  com  o  objetivo de  encontrar uma  configuração  ade‐
quada do manipulador. Todo o espaço de trabalho é testado e os 
pontos  onde  a  força  desejada  pode  ser  alcançada  constituem  o 
espaço de trabalho de força do manipulador. 
A  Figura  4.18,  extraída  do  trabalho  de  Papadopoulos  e 
Gonthier  (1995),  compara  os  espaços  de  trabalho  de  força  dos 











ser  utilizada  de  forma  efetiva  para  aumentar  a  capacidade  de 
força dos manipuladores e de  fornecer  informações  importantes 
sobre os manipuladores RRR e RR, a abordagem é restritiva pois 
não apresenta uma formulação genérica para outros tipos de ma‐
nipuladores.  Manipuladores  seriais  espaciais  e  manipuladores 
paralelos não são citados no artigo. Além disso, a capacidade de 
força é obtida apenas nos pontos de fronteira do espaço de traba‐




associados  para  aumentar  o  espaço  de  trabalho  de  força  não  é 
considerada. Situações  em que o manipulador apresenta  redun‐
dância de atuação também não são previstas no método. 









de escala sf de cada uma das  juntas  j é a razão entre o  limite de 
atuação τjmax da junta e o valor de torque τj encontrado para esta 
junta quando a ação conhecida é aplicada.  





















݆௦௔௧ ൌ ݆௔ െ ܨௗ  (4.10) 









݊௖ ൌ ݆௔!ሺ݆௔ െ ݆௦௔௧ሻ! x ሺ݆௦௔௧ሻ! x 2
௝ೞೌ೟  (4.11) 
Para  exemplificar  a  utilização  da metodologia  explícita  é 
considerado o manipulador paralelo 3‐RRR mostrado na Figura 
3.5. Na  ausência  de  redundância  de  atuação,  este manipulador 
apresenta  ja =3. Se Fd =2, como por exemplo quando Fy e Mz     são 
nulos, o valor de jsat é: 
݆௦௔௧ ൌ 3 െ 2 ൌ 1  (4.12) 
Isto significa que apenas uma  junta pode ser levada à saturação, 
sendo  os  torques  das  demais  juntas  dependentes  do  torque  da 























momento  do manipulador  em  apenas  um  ponto  do  espaço  de 
trabalho. Na  proximidade  deste  ponto,  a  capacidade  de  força‐
momento é calculada considerando‐se os mesmo atuadores satu‐
rados. Se um dos atuadores não definidos como saturados extra‐
polar seu  limite de atuação, novos  testes com  todas as combina‐





















Tanto na metodologia  explícita  como na  abordagem utili‐





terminar  a  capacidade de  força‐momento  considerando os dife‐
rentes modos de trabalho, é necessário testar todas as configura‐
ções  possíveis  separadamente. Na  presença  de  redundância  ci‐
















nemática,  onde  o  número  de  configurações  do manipulador  é 
infinito,  ou  quando  a  orientação  e/ou  a  posição  da  plataforma 
móvel podem ser variáveis, estas abordagens não podem ser uti‐
lizadas pois seria necessário testar exaustivamente todas as (infi‐
nitas)  configurações possíveis para determinar  a  capacidade de 











procurar  preencher  estas  lacunas  existentes  e  apresentar  uma 
abordagem geral para o problema de otimização de  capacidade 










A  capacidade  de  força‐momento  de manipuladores  pode 
ser alterada por outros fatores como a rigidez do manipulador e 
pela presença de forças gravitacionais. 
Ao  executar  uma  tarefa,  um manipulador  aplica  forças  e 
momentos no meio. Estas ações externas podem deslocar o efetu‐




formação  correspondente  provocada  em  seu  efetuador 
(SALISBURY,  1980). Quanto maior  a  rigidez, menor  será  a  de‐





simultaneamente  referências  de  posição  e  força  desejadas  está 
relacionada com sua rigidez  (ALICI; SHIRINZADEH, 2005). Co‐
nhecendo as deformações existentes, valores desejados podem ser 
modificados de  forma  a  compensar  estas deformações, obtendo 
















micas,  as  forças gravitacionais  contribuem na mesma ordem de 
grandeza que todas as demais ações atuantes na composição dos 
torques  necessários  nas  juntas  para  realizar  determinada movi‐
mentação  (MAHJOUB;  FAHIM,  1994).  Em  situações  quase‐
estáticas, as forças gravitacionais são dominantes sobre as demais 









dez.  Fica  como  sugestão  para  trabalhos  futuros  o  estudo mais 











O problema de otimização global não  é  trivial  e  continua 
representando  um  desafio  para  pesquisadores  uma  vez  que  a 
obtenção  de  uma  solução  analítica  ótima  é  difícil mesmo  para 
problemas relativamente simples. Informações sobre as principais 
técnicas de otimização global  existentes podem  ser  encontradas 
em (PINTÉR, 2002). 
As  técnicas  convencionais  de  otimização  não  podem  ser 
utilizadas  em  problemas  descritos  através  de  equações  não‐
diferenciáveis. Além  disso,  tendem  a  ficar  presas  em mínimos 
locais,  em  geral próximos  ao  valor  inicial  escolhido,  quando  as 
equações envolvidas não são convexas.  
Uma  função é definida como convexa se o valor no ponto 









uma  solução para o problema. A  função objetivo  é uma  função 
que  depende  das  variáveis  de  decisão,  sendo  maximizada  ou 
minimizada no processo de otimização. A função objetivo é tam‐
bém chamada de função custo ou função fitness. As restrições são 
funções  que  definem  o  espaço  de  soluções  possíveis  (ZHANG; 
SANDERSON, 2009). 
Neste  capítulo  é mostrada  a necessidade de utilização de 
um algoritmo de otimização global para o problema de otimiza‐


















entre  o  problema  que  consiste  em  determinar  a  capacidade  de 
força‐momento em manipuladores com redundância cinemática e 
de  atuação  e  o  problema  que  consiste  em minimizar  as  forças 
necessárias  em  cada  um  dos  dedos  de  uma mão  robótica  para 










tato  é definido  e otimizam‐se  apenas  as  ações de  contato. Con‐
forme Okamura  et  al.  (2000),  encontrar  a  localização  ótima dos 







de  contato  são otimizadas utilizando uma  técnica  convencional, 




nipuladores  com  redundância  cinemática, as equações que defi‐
nem a função objetivo a ser otimizada são também não‐lineares e 
não‐convexas. A análise do manipulador  serial RRRR mostrado 
na Figura 4.7  e  estudado na Seção 4.2.2 pode  ser utilizada para 
comprovar esta afirmação.  
Na análise são consideradas as mesmas condições e simpli‐







































ܨ௫ ൌ ܥ஺஻ܽଵܵ஻ ߬஺ െ ൬
ܽଵܥ஺ ൅ ܽଶܥ஺஻




ܨ௬ ൌ ஺ܵ஻ܽଵܵ஻ ߬஺ െ ൬
ܽ1 ஺ܵ ൅ ܽ2 ஺ܵ஻




ܯ௭ ൌ ܽଷܵ஼ܽଵܵ஻ ߬஺ െ ൬
ܽଵܽଷܵ஻஼ ൅ ܽଶܽଷܵ஼
ܽଵܽଶܵ஻ ൰ ߬஻ ൅ ൬
ܽଶܵ஻ ൅ ܽଷܵ஻஼
ܽଶܵ஻ ൰ ߬஼  
(5.4) 
Como o grau de  redundância  cinemática  é  igual a um, pode‐se 
escrever estas ações em função do ângulo θA apenas. Escolhendo 




ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻଶ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻଶ െ ܽଶଶ െ ܽଷଶ
2ܽଶܽଷ ቇ 
(5.5) 
ܵ஼ ൌ ඨ1 െ ቆ






ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻሺܽଶ ൅ ܽଷܥ஼ሻ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻܽଷܵ஼
ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻଶ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻଶ ቇ 
(5.7) 
஺ܵ஻ ൌ ቆെ
ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻܽଷܵ஼ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻሺܽଶ ൅ ܽଷܥ஼ሻ
ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻଶ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻଶ ቇ 
(5.8) 
Nas equações (5.7) e (5.8) o cosseno e o seno do ângulo θC ainda 
não  foram  substituídos  por  seus  valores  dados  pelas  equações 
(5.5) e (5.6) respectivamente. As outras relações necessárias são: 
ܵ஻ ൌ ஺ܵ஻ܥ஺ െ ܥ஺஻ ஺ܵ  (5.9) 
ܥ஻ ൌ ܥ஺஻ܥ஺ ൅ ஺ܵ஻ ஺ܵ  (5.10) 


















ۓ ܨ௬ሺ߬஺, ߬஻, ߬஼, ߠ஺ሻ ൌ 0
ܯ௭ሺ߬஺, ߬஻, ߬஼, ߠ஺ሻ ൌ 0െ߬஺௠á௫ ൏ ߬஺ ൏ ߬஺௠á௫െ߬஻௠á௫ ൏ ߬஻ ൏ ߬஻௠á௫െ߬஼௠á௫ ൏ ߬஼ ൏ ߬஼௠á௫
ߠ஺௠௜௡ ൏ ߠ஺ ൏ ߠ஺௠á௫
 
 





admissível.  Com  geometrias  complexas,  restrições  adicionais 
podem ser necessárias.  
A  função  objetivo  a  ser maximizada  pode  ser  escrita  na 
forma: 
ܨ௫ ൌ ൫
ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻሺܽଶ ൅ ܽଷܥ஼ሻ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻܽଷܵ஼൯ሺ߬஺ െ ߬஻ሻ
ܽଵ൫ሺെܺ஽ܥ஺ ൅ ஽ܻ ஺ܵ ൅ ܽଵሻܽଷܵ஼ ൅ ሺ ஽ܻܥ஺ െ ܺ஽ ஺ܵሻሺܽଶ ൅ ܽଷܥ஼ሻ൯
െ ܥ஺൫ܺ஽
ଶ ൅ ஽ܻଶ െ 2ܽଵܥ஺ ஺ܵ ൅ ܽଵଶ൯ሺ߬஻ െ ߬௖ሻ















ficos das  Figuras  4.10  e  4.16,  onde  a  força máxima  aplicada  na 
direção x apresenta um máximo global em θA =90°, mas apresenta 


























mo  (ou  máximo)  global  é  alcançado  (FLOUDAS;  GOUNARIS, 
2009). Mas, mesmo com o avanço rápido da capacidade computa‐






mínimo  (ou máximo) global, mas  conseguem  lidar  com proble‐
mas complexos que não podem ser abordados através das técni‐
cas exatas. São exemplos de técnicas heurísticas o algoritmo gené‐
tico  (GOLDBERG,  1989),  simulated  annealing,  estratégias  evoluti‐






nação  da  capacidade  de  força‐momento  de manipuladores  por 





 Estudos  recentes  mostram  que  a  ED  apresenta 
desempenho  superior  a  outras  técnicas,  tendo  obtido 
resultados  expressivos  em  competições  de  otimização 
organizadas  durante  as  últimas  Conferências 
Internacionais  em  Computação  Evolutiva  (CEC).  O 
desempenho  geral  da  ED  em  termos  de  precisão, 
velocidade  de  convergência  e  robustez  a  torna  atrativa 
para aplicação em problemas de engenharia; 
 Possui apenas  três parâmetros de controle e a  influência 
destes  parâmetros  no  desempenho  do  algoritmo  é  bem 
conhecida; 
A ED busca  sempre a minimização da  função objetivo. Por‐
tanto,  a melhor  solução  é  a  que  apresenta  função  objetivo  com 
menor  valor.  Isto não  representa uma  limitação para  o método 
pois  o  processo  de maximizar  uma  função  f(x)  é  equivalente  a 
















população é  identificado por ݔ௧,௜, onde  i é o  índice do  indivíduo 



















ݑ௧ାଵ,௜ ൌ ݔ௧,௥భ ൅ ܨ௦൫ݔ௧,௥మ െ ݔ௧,௥య൯  (5.15) 
Os índices r1, r2 e r3 representam indivíduos da geração t escolhi‐
dos aleatoriamente, mas diferentes entre  si e diferentes  também 















ݒ௧ାଵ,௜,௝ ൌ ቊݑ௧ାଵ,௜,௝ se ݎܾܽ݊݀






para cada  j. O  termo ݎܾ݊ݎሺ݅ሻ é um  índice que assume um valor 



























dente  e  aquele  que  tiver melhor  fitness  sobrevive,  formando  a 
próxima  geração. O  processo  de  geração  de  novas  populações 
continua até que um critério de parada estabelecido pelo usuário 












































   As  variantes  da  ED  são  classificadas  conforme  a  notação 
ED/α/β/δ, onde α  indica o método de escolha do vetor base que 
gera o vetor mutante, β indica o número de diferenças de vetores 








ݑ௧ାଵ,௜ ൌ ݔ௧,௕௘௦௧ ൅ ܨ௦൫ݔ௧,௥మ െ ݔ௧,௥య൯  (5.17) 
Na variante  α=rand‐to‐best,  o vetor de  base  é  gerado  através de 
uma recombinação aritmética entre o vetor ݔ௧,௕௘௦௧ e o vetor ݔ௧,௥ଵ. O 
vetor mutante é obtido através da equação: 

















(bin)  e o  exponencial  (exp). Detalhes  sobre os procedimentos de 







notação  α  β  δ 
ED/rand/1/bin  rand  1  bin 
ED/rand/2/bin  rand  2  bin 
ED/rand/1/exp  rand  1  exp 
ED/rand/2/exp  rand  2  exp 
ED/best/1/bin  best  1  bin 
ED/best /2/bin  best  2  bin 
ED/best /1/ exp  best  1  exp 
ED/best /2/ exp  best  2  exp 
ED/rand‐to‐best/1/bin rand‐to‐best  1  bin 






   Os  parâmetros  de  controle  a  serem  definidos  pelo  usuário 
para o  funcionamento da ED são o  tamanho da população N, o 
fator de  escala  Fs  e o  fator de  recombinação CR. Vários  estudos 
conduzem a valores recomendados para estes parâmetros. 
  Conforme  Storn  e Price  (1997), uma  escolha  razoável para  o 











0,4,  favorecem  a  uma  rápida  convergência,  mas,  como  conse‐
quência, o algoritmo pode ficar preso em mínimos locais. Valores 
maiores favorecem o algoritmo a escapar de mínimos locais, mas 
podem  prejudicar  a  convergência  pois  a  perturbação  no  vetor 
base  pode  ser maior  que  a  distância  necessária  para  chegar  ao 
valor mínimo da função objetivo.  
Storn e Price (1997) sugerem utilizar como escolha inicial Fs 
=0,5. Havendo  convergência  prematura  este  valor  deve  ser  au‐
mentado.  Estudos  mais  recentes  mostram  que  valores  típicos 















um  valor maior  acelera  a  convergência,  utilizar  como  tentativa 
inicial um  valor próximo de  0,9  é  interessante para  verificar  se 
uma solução rápida é possível (STORN; PRICE, 1997). Quando a 
função  apresenta  vários mínimos  locais  e dependência  entre  as 














ção  objetivo  caso  estas  restrições  sejam  violadas  (LAMPINEN, 
2002)(YENIAY,  2005)(MICHALEWICZ,  1995). As  restrições  são 
incorporadas na  função objetivo  tornando o problema de otimi‐
zação irrestrito.  
Seja  f(X)  a  função  objetivo  a  ser  minimizada  e  g(X)=0  e 
h(X)=0  duas  funções  de  restrição  de  igualdade,  a  nova  função 
objetivo  ݂ᇱሺܺሻ  que  leva  em  consideração  as  restrições  pode  ser 
definida pela equação: 







As  restrições de  limite de variáveis podem  ser  tratadas a‐
través da eliminação das soluções que não satisfazem a estas res‐
trições  ou  como  penalidades  na  função  objetivo  (DAS; 













substituídos  por  outros  que  atendam  às  condições  de  restrição 
definidas. Para a geração do novo vetor mutante, alteram‐se so‐
mente as variáveis que estão fora dos limites. Estas variáveis po‐
dem  ser  substituídas  pelo  valor  do  limite  extrapolado,  por  um 
valor  randômico  gerado  no  intervalo  definido  pelo  espaço  de 









bora  os  valores  sugeridos  na  literatura  sejam  adequados  para 
grande  parte  dos  problemas,  a  forma  como  ocorre  a  interação 
entre os parâmetros e como isto afeta o desempenho do algoritmo 
em uma  classe de problemas  específicos não  é  ainda  completa‐
mente entendida.  
Não  existe, portanto, uma  escolha de parâmetros  ideal que 
funcione de forma ótima para todos os problemas de otimização. 
Cada problema apresenta suas características e peculiaridades e, 
em  algumas  situações,  a  escolha  dos  parâmetros  deve  ser  feita 
através de testes exaustivos.  
Para  o  problema  de  otimização  da  capacidade  de  força‐
momento,  testes  de  simulação  foram  realizados  com  diferentes 
combinações de Fs, CR e de estratégias. As restrições de equações 
e  inequações  foram  tratadas  através  da  penalização  da  função 

















recomendação  para  trabalhos  futuros  o  estudo  e  aplicação  de 
técnicas mais avançadas para a determinação dos parâmetros de 





















  Abordagem  Papadopoulos  Nokleby   Metodologia  
Abrangência    e Gonthier  et al.  proposta 
Manipuladores 
 
planos  SIM  SIM  SIM 
espaciais  NÃO  SIM  SIM 
seriais   SIM  NÃO  SIM 
paralelos  NÃO  SIM  SIM 
Redundância  cinemática  SIM  NÃO  SIM 
atuação  NÃO  SIM  SIM 
Diferentes modos de trabalho  SIM  NÃO  SIM 
Posição do efetuador variável  NÃO  NÃO  SIM 
Orientação do efetuador variável NÃO  NÃO  SIM 
Direção de aplicação de força 
variável  SIM  NÃO  SIM 
Diferentes ações de contato pre‐
sentes  NÃO  SIM  SIM 
Otimização de forças em trajetó‐
















ção  objetivo,  adequada  ao  problema  em  estudo  e  a  técnica  da 
evolução diferencial utilizada, é discutida. A extensão da metodo‐











Conhecidas  as  características  físicas  do  manipulador  em 




atuadores  e  a posição das  juntas  que  otimizam  o problema  em 
análise. 
A determinação da função objetivo é uma etapa importante 





Considerando  que  na  literatura  não  existem  abordagens 
para o problema de otimização da capacidade de força‐momento 
de manipuladores, a função objetivo apresentada é uma das con‐





ser  atingido  no  problema  de  otimização.  Fornece  as  diretrizes 
para determinar as variáveis de decisão  e as  restrições  e para a 
particularização  da  função  objetivo. A metodologia  proposta  é 
flexível e pode ser empregada quando os objetivos a seguir lista‐
dos são definidos pela tarefa a ser executada: 
 Determinar a  força  (ou momento) máxima aplicada pelo 
manipulador  em  uma  direção  definida,  sendo  todas 
demais ações de contato com o meio conhecidas (em geral 
iguais a zero); 




 Determinar  a  direção  em  que  o manipulador  consegue 
aplicar a força (ou momento) máxima, podendo as demais 
forças assumir valores definidos ou valores livres; 
 Determinar  a  orientação  do  EF  em  que  o manipulador 
consegue aplicar a  força  (ou momento) máxima em uma 
direção  específica,  considerando  a posição  cartesiana do 
EF  constante  e  que  as  demais  forças  podem  assumir 
valores definidos ou valores livres; 
 Determinar  a posição  cartesiana  em que o  contato  entre 
manipulador  e  meio  deve  ocorrer  de  forma  que  se 










o  manipulador  consegue  aplicar  ao  longo  de  uma 
trajetória,  considerando  todas  as  configurações  iniciais 
possíveis. 
A metodologia proposta utiliza os conceitos de mobilidade, 
redundância  cinemática,  redundância de atuação e grau  líquido 













o  ponto  de  contato  não  é  obrigatoriamente  constante, 
definir o intervalo de variação possível; 
b) Definir a orientação do EF ou da plataforma móvel. Se a 
orientação  não  é  obrigatoriamente  constante,  definir  o 
intervalo de variação possível; 
c) Definir a direção de aplicação de  força. Se direção não é 
obrigatoriamente  constante,  definir  o  intervalo  de 
variação possível; 
d) Definir a configuração do manipulador. Se a configuração 




e) Definir  as  forças  e  momentos  desejados.  Se  as  força  e 













ETAPA 3 ‐ DETERMINAR  AS  EQUAÇÕES  DE  EQUILÍBRIO 
ATRAVÉS DO MÉTODO DE DAVIES 












cada  indivíduo  da  população,  pode  ser  conveniente  obter 













equações  de  equilíbrio  necessárias  através  da 
manipulação da matriz de ações. 
 

















a) Nos  manipuladores  seriais,  determinar  a  posição  e 
orientação  do  EF  a  partir  da  posição  de  cada  uma  das 
juntas; 
b) Nos  manipuladores  paralelos,  determinar  a  posição  da 
extremidade  de  cada  uma  das  pernas  que  se  conecta  à 
plataforma móvel. 
 
ETAPA 5 ‐ DETERMINAR  AS  EQUAÇÕES  DO  ERRO 
GEOMÉTRICO 
A  posição  e  orientação desejadas  podem  ser  representadas 





















o  erro  geométrico  é  calculada  através  da  equação  (SIMAS, 
2008): 
































posição  com  o  erro  geométrico  de  orientação,  conforme  e‐
quação (6.4): 








































݁௚ ൌ ඥሺܺ௉ െ ܺ௉ௗ௘௦ሻଶ ൅ ሺ ௉ܻ െ ௉ܻௗ௘௦ሻଶ
൅ ඥሺܺு െ ܺுௗ௘௦ሻଶ ൅ ሺ ுܻ െ ுܻௗ௘௦ሻଶ 
(6.6) 














































a) Obter  o  erro  geométrico,  representado  por  um  valor 
escalar; 












cisão  necessita  ser  especificado. O  espaço  de  busca  de  tor‐























‐  restrições  geométricas,  necessárias  para  garantir  o  fecha‐






















ças  de  contato  são  variáveis  secundárias  e  suas  expressões 
podem  ser  extraídas das  equações  equilíbrio desenvolvidas 
na etapa 3. Em geral, estas equações são não  lineares e não 
convexas e devem ser incorporadas na função objetivo. 
A  presença  da  redundância  cinemática  causa  uma  depen‐
dência  entre  torques  e  forças  nos  atuadores  de  forma  que 
nem  todas as ações podem ser definidas de  forma  indepen‐
dente. Portanto, a força ou o torque de no mínimo um atua‐
dor não  será variável de decisão. No  entanto,  este  atuador 
também possui  limites de  atuação que devem  ser  respeita‐
dos. As restrições de atuação oriundas da redundância cine‐











força‐momento,  é  conveniente  escrever  a  função  objetivo 















௣݂ ൌ െܨ௫   (6.8) 




fatórios  pois  em  posições  singulares  a  força máxima  pode 



















௙݂௢௥ ൌ หܨ௬ห ൅ |ܯ௭|  (6.11) 
Em  uma  situação  em  que  se  deseja manter  o momento Mz 
restrito a um intervalo definido por [‐1,0 , 1,0] Nm, é possível 
criar uma restrição condicional na forma: 















dos atuadores,  cujo  torque ou  força não é variável de deci‐
são, ultrapassa o seu limite de carga. Supondo que o torque 
τi  de  um  atuador  genérico  apresenta  limites  definidos  por 
|߬௜| ൏ ߬௜௠á௫,  a  parcela  de  atuação  é  condicional,  escrita  na 
forma: 
Se |߬௜| ൐ ߬௜௠á௫ ՜ ௔݂௧௨௔ ൌ |߬௜|  (6.14) 
A  função objetivo  final  fobj  é a  soma ponderada das quatro 
parcelas, representada pela equação: 











de  obtenção da  função  objetivo  adequada  ao problema  em 






é  recomendável  realizar  testes de  convergência para deter‐
minação de seus valores.  








la  principal  nas  primeiras  gerações  e  à  parcela  geométrica 
nas gerações  finais, evitando que soluções geometricamente 
impossíveis sejam obtidas.  








a) Determinar  a  parcela  principal  da  função  objetivo  na 
forma  





























Conforme  apresentado  na  Seção  5.4,  existem  dez  variantes 
clássicas da ED. Se necessário, testes de simulação podem ser 








objetivo  complexa  como  a do problema  em  estudo, definir 
previamente um valor mínimo de fitness a ser alcançado não 
é uma tarefa simples. Portanto, para a determinação da capa‐


























simulação  devem  ser  realizados  com  o  objetivo  de  definir 
uma  estratégia  de  ED  e  parâmetros  de  controle mais  ade‐
quados ao problema em estudo.   Para executar os  testes de 
simulação é necessário:  


























momento  ao  longo do procedimento, desde que  antes da  etapa 






algoritmo não  for  satisfatório, definindo através de  testes novos 
pesos, parâmetros de  controle  e  estratégias para que a  etapa 12 
possa ser realizada com sucesso.  
Apesar  da  possibilidade  de  realizar  algumas  etapas  de 
forma  simultânea,  a  utilização  da  sequência  proposta  facilita  o 
entendimento do problema e fornece uma garantia de que todas 
as  informações necessárias nas etapas subsequentes estão dispo‐








































































































das  juntas do manipulador  em  estudo,  os deslocamentos máxi‐





inicial  da  trajetória  para  este modo  de  trabalho  utilizando‐se  a 
metodologia proposta na Seção 6.1. No ponto seguinte da trajetó‐










pacidade  de  força‐momento  do manipulador  ao  longo  de  uma 
trajetória é a maior dentre as capacidades de força‐momento ob‐
tidas para os diferentes modos de trabalho. 
Em  resumo,  os  passos  necessários  para  determinação  da 
capacidade de força‐momento ao longo de uma trajetória são: 
a) Especificar  os deslocamentos  e  as velocidades desejadas 
da tarefa a ser executada; 
b) Discretizar a trajetória; 
c) Calcular  os  deslocamentos  máximos  de  cada  uma  das 
juntas do manipulador entre dois pontos consecutivos; 
d) Determinar os modos de trabalho do manipulador; 
e) Escolher  um  dos modos  de  trabalho  para  o  cálculo  da 
capacidade de força‐momento ao longo da trajetória; 
f) Determinar  a  capacidade  de  força‐momento  no  ponto 
inicial  da  trajetória  para  o modo  de  trabalho  escolhido 
utilizando a metodologia proposta na Seção 6.1; 
g) Determinar a  capacidade de  força‐momento no  segundo 
ponto  da  trajetória,  restringindo  o  espaço  de  busca  aos 
deslocamentos possíveis; 
h) Repetir a etapa g) para todos os pontos da trajetória; 
i) Repetir  as  etapas  f),  g)  e  h)  para  os  demais modos  de 
trabalho; 
j) Comparar as capacidades de força‐momento obtidas para 
cada  um  dos  modos  de  trabalho  e  determinar  a 
capacidade de força‐momento ao longo de uma trajetória. 
A  metodologia  para  cálculo  da  capacidade  de  força‐
momento  ao  longo  de  uma  trajetória  é  uma  das  contribuições 










etapas  definidas  na  metodologia  é  detalhada  no  problema  de 
otimização  da  capacidade  de  força‐momento  do  manipulador     
3‐RRR  e do Roboturb  (plano  e  espacial),  considerando  também 
suas variantes com redundância cinemática e de atuação. 
A metodologia para determinação da  capacidade de  força‐
momento  ao  longo de uma  trajetória  é validada  através de um 
estudo de caso com o Roboturb (plano). E as simulações realiza‐
dos para determinação dos parâmetros de controle e da estratégia 

















Nas  seções  seguintes,  a metodologia  proposta  é  utilizada 
no  estudo  de  capacidade  de  força‐momento  do  manipulador       
3‐RRR. Variantes em que atuadores e juntas adicionais são incor‐
porados  ao modelo  original,  gerando  redundância  cinemática  e 








7.1.2  3‐RRR  Determinação da  capacidade de  força na direção





























































































Torque na junta A1  τA1 ± 4,2 Nm 
Torque na junta A2  τA2 ± 4,2 Nm 



























orientação da plataforma móvel devem  ser  constantes  ao  longo 
do procedimento de otimização e as juntas A1, A2 e A3 são atuadas. 




a) Ponto  de  contato:  o  ponto  de  contato  P  é  o  centro  da 




c) Direção  de  aplicação  de  força:  A  força  é  aplicada  na 
direção x do sistema de coordenadas, no sentido positivo. 
Desta forma a capacidade de força Fdir é igual a Fx; 
d) Configuração  do  manipulador:  o  manipulador  pode 
assumir qualquer um dos modos de trabalho possíveis; 
P P
































f) Variáveis  secundárias:  as  variáveis  secundárias  de 
interesse  são  Fx,  Fy  e Mz. Da  equação  de  equilíbrio  (7.1) 
obtém‐se  o  valor  de  todas  as  variáveis  secundárias  a 
partir das variáveis primárias. 




߰௦ ൌ ൛ܨ௫஺ଵ ܨ௬஺ଵ ܨ௫஺ଶ ܨ௬஺ଶ ܨ௫஺ଷ ܨ௬஺ଷ … 
…ܨ௫஻ଵ ܨ௬஻ଵ ܨ௫஻ଶ ܨ௬஻ଶ ܨ௫஻ଷ ܨ௬஻ଷ ܨ௫஼ଵ … 







b) Posição  extremidade  das  pernas  (robôs  paralelos):  para 
cada uma das  i pernas,  a posição  cartesiana  XCi  e  YCi do 
ponto  de  conexão  Ci  com  a  plataforma móvel  é  obtida 
através das equações: 
ܺ஼௜ ൌ ஺ܺ௜ ൅ ݈ଵ cosሺߠ஺௜ሻ ൅ ݈ଶ cosሺߠ஺௜൅ߠ஻௜ሻ para ݅ ൌ 1,2,3.  (7.3) 





b) Erro  geométrico  simplificado:  a  partir  da  posição 
cartesiana  e  da  orientação  da  plataforma  móvel, 
determinam‐se  as  coordenadas  desejadas  das  juntas  Ci 
através das equações: 








ܺ஼ଶௗ௘௦ ൌ ܺ஼ଵ ൅ ݄ cosሺߠ௉ሻ   (7.7) 
஼ܻଶௗ௘௦ ൌ ஼ܻଵ ൅ ݄ senሺߠ௉ሻ   (7.8) 
ܺ஼ଷௗ௘௦ ൌ ܺ஼ଵ ൅ ݄ cos ቀߠ௉ ൅ ߨ3ቁ   (7.9) 
஼ܻଷௗ௘௦ ൌ ஼ܻଵ ൅ ݄ sen ቀߠ௉ ൅ ߨ3ቁ   (7.10) 
  O erro geométrico é definido por: 












a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques  τAi  dos  atuadores  e  as  posições  angulares  das 
juntas Ai e Bi; 
b) Espaço  de  busca:  o  espaço  de  busca  dos  torques  é 
limitado  em  ±4,2  Nm,  definido  pelas  características 
construtivas  do  manipulador  em  estudo.  O  espaço  de 
busca das coordenadas das  juntas depende da geometria 
do  manipulador.  Como  o  manipulador  pode  assumir 
qualquer um dos possíveis modos de  trabalho, as  juntas 
podem assumir qualquer posição angular no intervalo [‐π 
,  π]  rad.  O  espaço  de  busca  completo  do  problema  é 
descrito por: 
െߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ ߨ rad





a) Restrições  de  forças  e momentos:  as  duas  equações  de 























b) Parcela  geométrica:  a  parcela  geométrica  da  função 
objetivo é o erro geométrico determinado na etapa 5: 
௚݂௘௢ ൌ ݁௚   (7.16) 
c) Parcela de força: a parcela de força da função objetivo é: 
௙݂௢௥ ൌ ݇ଵหܨ௬ห ൅ ݇ଶ|ܯ௭|  (7.17) 
Para as constantes k1 e k2 adotou‐se o valor 1. 
d) Parcela  de  atuação:  como  não  existe  redundância 
cinemática, a parcela de atuação é nula. 
e) Pesos: com base em resultados positivos obtidos em testes 
de  simulação,  os  valores  utilizados  para  ponderar  cada 
uma das parcelas são P1=100, P2=90 e P3=1. 
f) Função completa: a função objetivo completa é: 



















e  executado  em um processador  Intel Core  2 Duo de  1.73 GHz 
com  2GB  de  memória  RAM.  O  melhor  fitness  encontrado  foi 
2,1523, correspondente a uma capacidade de força Fx de 46,46 N. 
A Tabela 7.3 mostra os valores das variáveis de decisão obtidas no 





















































para obtenção da maior  capacidade de  força,  sob determinadas 























Testando  a  capacidade  de  força  para  todos  os modos  de 
trabalho  utilizando  a  metodologia  explícita,  é  possível  provar 
matematicamente que o mínimo global ocorre nas configurações 
(a) e (b), com uma capacidade de força de 46,46 N, mesmo valor 
encontrado  através  da metodologia  proposta  nesta  tese.  Para  o 
robô 3‐RRR, a abordagem de enumerar e  testar  todos os modos 
de trabalho é possível mas, para manipuladores com um número 
maior de modos de  trabalho,  o  tempo necessário para verificar 
















































































ܨௗ௜௥ ൌ ܨ௫cosሺߠிሻ ൅ ܨ௬senሺߠிሻ  (7.19) 
ܨ௣௔௥௔ ൌ െܨ௫senሺߠிሻ ൅ ܨ௬cosሺߠிሻ  (7.20) 
O estudo é conduzindo considerando apenas o modo de trabalho 
(d) mostrado na Figura 7.2,  limitando‐se o espaço de busca dos 
ângulos das  juntas Bi ao  intervalo [‐π  , 0] rad.   No detalhamento 




c) Direção de  aplicação de  força:  a  força  Fdir  é  aplicada na 
direção definida pelo ângulo da tarefa θF;  















b) Espaço  de  busca:  O  espaço  de  busca  das  posições 
angulares das juntas Bi é limitado, mantendo durante todo 
o processo de  otimização  o modo de  trabalho desejado. 
Para  as  demais  variáveis  de  decisão  o  espaço  de  busca 
não é alterado: 
െߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ ߨ rad





a) Restrições  de  forças  e momentos: As  duas  equações  de 
restrição  de  força  são  obtidas  da  equação  (7.1)  e  da 
equação (7.20). São expressas por: 
ܨ௣௔௥௔ ൌ 0









௣݂ ൌ 1|ܨௗ௜௥| െ 100ܨௗ௜௥ se  ܨௗ௜௥ ൏ 0 
(7.24) 
c) Parcela de força: a parcela de força da função objetivo é: 

































































Bi,  resultando  em um manipulador  3‐RRR  com  redundância de 









c) Direção de  aplicação de  força:  a  força  Fdir  é  aplicada na 
direção definida pelo  ângulo  θF,  que  é uma  variável de 
decisão; 
e) Forças  e momentos  desejados:  o momento  Mz  aplicado 
pelo  manipulador  no  meio  é  nulo.  Como  o  objetivo  é 
determinar a  força máxima  em uma direção qualquer, a 






b) Grau  líquido  de  restrição:  Cn=6.  São  necessárias  6 
variáveis  independentes  para  definir  estaticamente  o 
mecanismo; 













f) Variáveis  secundárias:  as  variáveis  secundárias  de 
interesse  são Fx, Fy  e Mz. Da  equação de  equilíbrio  (7.27) 
obtém‐se  o  valor  de  todas  as  variáveis  secundárias  a 
partir das variáveis primárias.  









߰௦ ൌ ൛ܨ௫஺ଵ ܨ௬஺ଵ ܨ௫஺ଶ ܨ௬஺ଶ ܨ௫஺ଷ ܨ௬஺ଷ … 
…ܨ௫஻ଵ ܨ௬஻ଵ ܨ௫஻ଶ ܨ௬஻ଶ ܨ௫஻ଷ ܨ௬஻ଷ ܨ௫஼ଵ … 
…ܨ௬஼ଵ ܨ௫஼ଶ ܨ௬஼ଶ ܨ௫஼ଷ ܨ௬஼ଷ ܨ௫ ܨ௬ ܯ௭ൟ் 
(7.28) 

















a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques τAi e τBi dos atuadores, as posições angulares das 
juntas Ai e Bi e o ângulo da tarefa θF; 
b) Espaço  de  busca:  atribui‐se  aos  atuadores  Bi  a  mesma 
capacidade de  torque dos atuadores Ai. Como mostrado 
na  Figura  7.5,  o  problema  de  capacidade  de  força 
apresenta  simetria  e  o  espaço  de  busca  da  variável  θF 
pode  ser  limitado  ao  intervalo  [‐π/4  ,  π/4]  rad,  sem 
prejuízo ao resultado final. O espaço de busca de todas as 
variáveis de decisão é definido por: 
െߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ ߨ rad
– ߨ rad ൏ ߠ஻௜ ൏ 0 rad





a) Restrições  de  forças  e momentos:  como  Fpara  é  nula  no 
mínimo global, a equação de  restrição de  força, obtida a 
partir equação (7.27), é expressa por: 








O melhor  fitness  encontrado  foi  1,1005,  correspondente  a 































































































d) Configuração  do manipulador:  o modo  de  trabalho  é  o 
mesmo utilizado nos  estudos de  caso das  seções  7.1.3  e 


















































b) Cortes:  o  número  de  cortes, mostrados  na  Figura  7.8,  é 
igual a 10; 
c) Matriz  de  ações:  a matriz  de  ações  é  alterada,  com  um 
total de nove colunas adicionais,  três para cada uma das 
juntas prismática; 



























nos  atuadores  A1,  A2,  e  A3.  Devido  à  redundância 
cinemática,  as  forças  nos  atuadores  prismáticos  são 
dependentes dos torques nas juntas rotativas. O limite de 
capacidade  de  força  das  juntas  prismáticas  entra  como 
penalização na função objetivo; 








߰௦ ൌ ൛ܨ௫஺ଵ ܨ௬஺ଵ ܨ௫஺ଶ ܨ௬஺ଶ ܨ௫஺ଷ ܨ௬஺ଷ … 
…ܨ௫஻ଵ ܨ௬஻ଵ ܨ௫஻ଶ ܨ௬஻ଶ ܨ௫஻ଷ ܨ௬஻ଷ ܨ௫஼ଵ …
…ܨ௬஼ଵ ܨ௫஼ଶ ܨ௬஼ଶ ܨ௫஼ଷ ܨ௬஼ଷ ܨ௫஽ଵ ܨ௬஽ଵ ܯ௭஽ଵ …

























ܺ஼௜ ൌ ஺ܺ௜ ൅ ሺ0,02 ൅ ܮ஽௜ሻ cosሺߠ஺௜ሻ ൅ ݈ଶ cosሺߠ஺௜൅ߠ஻௜ሻ  (7.36) 
஼ܻ௜ ൌ ஺ܻ௜ ൅ ሺ0,02 ൅ ܮ஽௜ሻ senሺߠ஺௜ሻ ൅ ݈ଶ senሺߠ஺௜൅ߠ஻௜ሻ  (7.37) 
 
ETAPA 6 
a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques  τAi  dos  atuadores,  as  posições  angulares  das 
juntas  Ai  e  Bi  e  os  deslocamentos  LDi  das  juntas 
prismáticas; 
b) Espaço  de  busca:  o  ângulo  θBi  é  limitado, mantendo  o 
manipulador no modo de  trabalho desejado. As  forças e 
torques  dos  atuadores  respeitam  os  limites  de  atuação 
especificados. O espaço de busca é definido por: 
െߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ ߨ rad
–ߨ rad ൏ ߠ஻௜ ൏ 0 rad










b) Restrições  de  atuação:  como  as  forças  das  juntas 
prismáticas  não  são  variáveis  de  decisão,  devem  ser 
tratadas como restrições que penalizam a função objetivo. 
As restrições de atuação são: 







d) Parcela  de  atuação:  a  parcela  de  atuação  da  função 
objetivo  só  existe  quando  os  atuadores  das  juntas 
prismáticas  atingem  seus  limites.  Penaliza  a  função 
objetivo principal na forma: 
௔݂௧௨௔ ൌ ସܲ|ܨ஽௜| se |ܨ஽௜| ൐ 20 N  (7.41) 
e) Pesos: deve ser adicionado o peso da parcela de atuação. 
Os  valores  escolhidos  para  ponderar  cada  uma  das 
parcelas,  obtidos  a  partir  de  testes  de  simulação,  são 
P1=100, P2=90, P3=1 e P4=100; 
f) Função completa: a função objetivo completa é: 
௢݂௕௝ ൌ 100 ௣݂ ൅ 90 ௚݂௘௢ ൅ ௙݂௢௥ ൅ 100 ௔݂௧௨௔   (7.42) 
 
ETAPA 9  
a) Tamanho  da  população:  com  12  variáveis  de  decisão, 
seguindo  as  recomendações  existentes  na  literatura 





1000  gerações  não  são  suficientes  para  convergência  do 
algoritmo ao mínimo da  função objetivo. Com G=3000, a 
convergência é satisfatória.  A necessidade de aumentar o 
número  de  gerações  pode  ser  explicada  pela  maior 




O melhor  fitness  encontrado  foi  1,7811,  correspondente  a 
uma  capacidade de  força Fx de 56,15 N. A Tabela  7.6 mostra os 



























































c) Matriz  de  ações:  a matriz  de  ações  é  alterada,  com  três 
colunas adicionais, uma para cada novo atuador; 

































߰௦ ൌ ൛ܨ௫஺ଵ ܨ௬஺ଵ ܨ௫஺ଶ ܨ௬஺ଶ ܨ௫஺ଷ ܨ௬஺ଷ … 
…ܨ௫஻ଵ ܨ௬஻ଵ ܨ௫஻ଶ ܨ௬஻ଶ ܨ௫஻ଷ ܨ௬஻ଷ ܨ௫஼ଵ …
…ܨ௬஼ଵ ܨ௫஼ଶ ܨ௬஼ଶ ܨ௫஼ଷ ܨ௬஼ଷ ܨ௫஽ଵ ܨ௬஽ଵ ܯ௭஽ଵ …




a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques τAi e τBi dos atuadores, as posições angulares das 
juntas  Ai  e  Bi  e  os  deslocamentos  LDi  das  juntas 
prismáticas; 
b) Espaço de busca: o espaço de busca é definido por: 
െߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ ߨ rad
–ߨ rad ൏ ߠ஻௜ ൏ 0 rad





O melhor  fitness  encontrado  foi  0,9424,  correspondente  a 
uma  capacidade de  força Fx de 106,1 N. A Tabela  7.7 mostra os 














































b) Orientação  da  plataforma  móvel:  a  orientação  da 
plataforma  móvel,  definida  pelo  ângulo  θP,  é  uma 
variável de decisão;  




a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques  τAi  dos  atuadores,  as  posições  angulares  das 
juntas Ai e Bi e a orientação θP da plataforma móvel; 
b) Espaço  de  busca:  pela  condição  de  simetria  do 
manipulador, a orientação da plataforma móvel pode ser 
limitada  ao  intervalo  [‐π/2  ,  π/2]  rad  sem  prejuízo  na 
obtenção  da  capacidade  de  força. O  espaço  de  busca  é 
definido por: 
െ2ߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ 2ߨ rad
–ߨ rad ൏ ߠ஻௜ ൏ 0 radെ4,2 Nm ൏ ߬஺௜ ൏ 4,2 Nm







e) Pesos:  para  ponderar  a  contribuição  de  cada  uma  das 
parcelas,  adotou‐se  procedimento  diferente  dos  estudos 
de  caso  anteriores.  Na  primeira  metade  das  gerações 
utilizou‐se  P1=1000,  P2=90  e P3=10  e  na  segunda metade 
das gerações utilizou‐se P1=5, P2=90 e P3=0,05. Com estes 
valores,  a  otimização de  força  é priorizada no  início do 
processo e a otimização geométrica é priorizada no  final 
do processo,  garantindo  o  fechamento da  cadeia. Testes 
de  simulação  mostraram  que  a  utilização  desta 






a) Tamanho  da  população:  N=40,  mesmo  tamanho  de 








O melhor  fitness  encontrado  foi  0,1078,  correspondente  a 
uma  capacidade de  força Fx de 46,35 N. A Tabela  7.8 mostra os 




































a) Ponto  de  contato:  as  coordenadas  XP  e  YP  do  centro  da 
plataforma móvel são variáveis de decisão; 




a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques  τAi  dos  atuadores,  as  posições  angulares  das 
juntas Ai e Bi e a posição cartesiana XP e YP da plataforma 
móvel; 
b) Espaço  de  busca:  as  posições  possíveis  da  plataforma 
móvel são definidas por um quadrado de aresta 0,1 m e 
centro  localizado  no  ponto  de  contato  utilizado  nos 
estudos  de  caso  anteriores,  dado  pelas  coordenadas 
XP=0,25 m e YP=0,144 m. O espaço de busca é definido por: 
െߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ ߨ rad
–ߨ rad ൏ ߠ஻௜ ൏ 0 radെ4,2 Nm ൏ ߬஺௜ ൏ 4,2 Nm









O melhor  fitness  encontrado  foi  0,0879,  correspondente  a 
uma  capacidade de  força Fx de 56,87 N. A Tabela  7.9 mostra os 






























ria  os  problemas  de  otimização  da  capacidade  de  força  Fdir  do 
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manipulador  3‐RRR  e  de  suas  variantes  3‐RRR,  3‐RPRR  e  3‐
RPRR.  Situações  em  que  o modo  de  trabalho,  a  orientação  da 
plataforma móvel, a posição da plataforma móvel e a direção da 
aplicação  de  força  são  variáveis  também  foram  consideradas. 
Como em todas as técnicas heurísticas, não há garantias de que o 






concluir  que  resultados  satisfatórios  poderiam  igualmente  ser 
obtidos com um menor número gerações. Uma adequação mais 
criteriosa do número de gerações pode ser feita para cada um dos 
testes  realizados  com  o  objetivo  de  reduzir  o  tempo  necessário 
nos processos de otimização. 
A Tabela 7.10 mostra a Fdir na direção x obtida nas diferentes 
condições  estudadas,  considerando  para  efeitos  comparativos, 
sempre o mesmo modo de trabalho (‐π rad < θBi < 0 rad). Na colu‐
na  que mostra  o  aumento percentual  obtido  na  Fdir,  o  valor de 
referência  é  a  capacidade de  força do manipulador  3‐RRR  com 
posição e orientação constantes. 
 
Tabela  7.10: Valores de  Fdir  obtidos para  o manipulador  3‐RRR  e  suas 
variantes em diferentes condições de teste 
manipulador condições de teste  Fdir aumento redundância 
  posição  orientação  obtida % na Fdir cinem. atua. 
3‐RRR  constante   constante  44,77 N 0%  não  não 
3‐RRR  constante  constante  86,81 N 93,9%  não  sim 
3‐RPRR  constante  constante  56,15 N 25,4%  sim  não 
3‐RPRR  constante  constante  106,1 N 136,9%  sim  sim 
3‐RRR  constante  variável  46,35 N 3,5%  não  não 




Os  resultados mostram  que  a  redundância  cinemática,  a 
redundância  de  atuação,  a  orientação  da  plataforma móvel  e  o 



































rial  espacial  cinematicamente  redundante.  Possui  sete  graus  de 










































A  cinemática  inversa  e  o  planejamento  de  trajetórias  em 
ambientes confinados com evitamento de colisão foram objeto de 
estudo de trabalhos desenvolvidos no grupo de Robótica do De‐










Nas  seções  seguintes,  a metodologia  proposta  é  utilizada 
no estudo de capacidade de  força do Roboturb e de seu modelo 
planar  equivalente. A Tabela 7.11  resume os  estudos de  caso a‐








7.2.1  Plano  Determinação da  capacidade de  força do mani‐
pulador  PRRR  (Roboturb  plano)  na  direção  x.
Força Fy e momento Mz nulos.  Posição e orienta‐
ção do EF constantes. 
7.2.3  Plano  Determinação  da  capacidade  de  força  Fdir  do 
manipulador  PRRR  (Roboturb  plano)  em  uma 
direção determinada pela  orientação  θP do ma‐
nipulador.    Força  Fpara  e  momento  Mz  nulos. 
Posição e orientação do EF constantes. 
7.2.4  Plano  Determinação da  capacidade de  força do mani‐
pulador PRRR (Roboturb plano) em uma direção
determinada com as demais ações  livres.   Força 
Fpara  e  momento  Mz  podem  assumir  valores 
quaisquer.   Posição e orientação do EF constan‐
tes. 
7.2.5  Plano  Determinação da  capacidade de  força do mani‐
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0,05 m ൏ ܮ஺ ൏ 0,3 m
െߨ rad ൏ ߠ஻ ൏ ߨ rad
–ߨ rad  ൏ ߠ஼ ൏ ߨ rad 
െߨ rad  ൏ ߠ஽ ൏ ߨ rad 
െߨ rad  ൏ ߠா ൏ ߨ rad 
െߨ rad ൏ ߠி ൏ ߨ rad


















































































a) Ponto  de  contato:  o  ponto  de  contato  P  entre  o 
manipulador  e  o  meio  é  definido  pelas  coordenadas 
XPdes=0,7 m e YPdes=0,1 m e permanece constante durante o 
processo de otimização; 
b) Orientação  do  EF:  a  orientação  desejada  θPdes=0  é 
constante,  com  o  efetuador  apontando  na  direção  de 
aplicação  da  força.  Devido  a  esta  condição,  a  posição 
cartesiana  da  junta  D  é  constante  com  coordenadas 
XDdes=0,65 m e YDdes=0,1 m; 
c) Direção  de  aplicação  de  força:  a  força  é  aplicada  na 
direção x do sistema de coordenadas, no sentido positivo. 
Logo a capacidade de força Fdir é igual a Fx; 
d) Configurações  do  manipulador:  o  manipulador  pode 






















f) Variáveis  secundárias:  as  variáveis  secundárias  de 
interesse são Fx, Fy, Mz e FA. Da equação de equilíbrio (7.52) 
obtém‐se  o  valor  de  todas  as  variáveis  secundárias  a 
partir das variáveis primárias. 




߰௦ ൌ ൛ܨ஺ ܨ௉஺ ܯ௭ಲ ܨ௫஻ ܨ௬஻ ܨ௫஼ … 







ܺ௉ ൌ ஺ܺ ൅ ܮ஺ cosሺߠிሻ ൅ 0,3 cosሺߠ஻ሻ ൅ 0,3 cosሺߠ஻ ൅ ߠ஼ሻ 
൅0,05 cosሺߠ஻ ൅ ߠ஼ ൅ ߠ஽ሻ 
(7.54) 
௉ܻ ൌ ஺ܻ ൅ ܮ஺ senሺߠிሻ ൅ 0,3 senሺߠ஻ሻ ൅ 0,3 senሺߠ஻ ൅ ߠ஼ሻ 





a) Erro  geométrico:  a matriz de  transformação  homogênea 
Tdes  genérica  que  representa  a  posição  e  orientação 
desejadas é: 
ௗܶ௘௦ ൌ ൦
cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ െsenሺߠ௉ௗ௘௦ሻ 0 ܺ௉ௗ௘௦
senሺߠ௉ௗ௘௦ሻ cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ 0 ௉ܻௗ௘௦0 0 1 0






1 0 0 0,7
0 1 0 0,1
0 0 1 0








cosሺߠ௉ሻ െsenሺߠ௉ሻ 0 ܺ௉
senሺߠ௉ሻ cosሺߠ௉ሻ 0 ௉ܻ0 0 1 0





b) Erro  geométrico  simplificado:  como  o manipulador  em 
estudo  é planar, as equações do  erro geométrico podem 
ser expressas de forma simplificada através das equações: 
݁௢௥ ൌ ሺߠ௉ െ ߠ௉ௗ௘௦ሻଶ  (7.59) 













estudo  é  definido  pelas  características  construtivas  do 
manipulador, definidas na Seção 7.2: 
0,05 m ൏ ܮ஺ ൏ 0,3 m
െߨ rad ൏ ߠ஻ ൏ ߨ rad
– ߨ rad ൏ ߠ஼ ൏ ߨ rad






a) Restrições  de  forças  e momentos:  as  duas  equações  de 





b) Restrições de  atuação:  como  a  força da  junta prismática 
não  é  variável  de  decisão,  deve  ser  tratada  como  uma 
restrição  que  penaliza  a  função  objetivo. A  restrição  de 
atuação é: 








௣݂ ൌ 1|ܨ௫| െ 100ܨ௫ se ܨ௫ ൏ 0 
(7.66) 
b) Parcela  geométrica:  a  parcela  geométrica  da  função 
objetivo é o erro geométrico definido na etapa 5: 
௚݂௘௢ ൌ ݁௚   (7.67) 
c) Parcela de força: a parcela de força da função objetivo é: 
௙݂௢௥ ൌ ݇ଷหܨ௬ห ൅ ݇ସ|ܯ௭|  (7.68) 
Para as constantes k3 e k4 adotou‐se o valor 1. 
d) Parcela  de  atuação:  a  parcela  de  atuação  da  função 
objetivo  só  existe quando o  atuador da  junta prismática 
atinge seu  limite. Penaliza a função objetivo principal na 
forma: 
௔݂௧௨௔ ൌ ସܲ|ܨ஺| se |ܨ஺| ൐ 70 N  (7.69) 
e) Pesos:  para  ponderar  a  contribuição  de  cada  uma  das 
parcelas,  utilizou‐se  na  primeira  metade  das  gerações 
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P1=500,  P2=100,  P3=5  e  P4=10.   Na  segunda metade  das 
gerações utilizou‐se P1=0,001, P2=100, P3=0,0001 e P4=0,005.  





௢݂௕௝ ൌ 500 ௣݂ ൅ 100 ௚݂௘௢ ൅ 5 ௙݂௢௥ ൅ 10 ௔݂௧௨௔   (7.70) 
Na segunda metade das gerações a função objetivo completa 
é: 
















b) Número  de  gerações:  G=1500.  Testes  de  simulação 






































































Estes  resultados  mostram  que  a  redundância  cinemática 
pode ser aproveitada no modelo planar equivalente do Roboturb 
para aumentar sua capacidade de força. E uma escolha correta da 
configuração  a  ser utilizada na  execução de determinada  tarefa 










utilizado  em  ambientes  com  geometria  complexa.  O  problema 
pode  ser  generalizado para  aplicação de  força  em uma direção 








ܨௗ௜௥ ൌ ܨ௫cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ ൅ ܨ௬senሺߠ௉ௗ௘௦ሻ  (7.72) 


















ܺ஽ௗ௘௦ ൌ ܺ௉ௗ௘௦ െ 0,05cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ  (7.74) 
஽ܻௗ௘௦ ൌ ௉ܻௗ௘௦ െ 0,05senሺߠ௉ௗ௘௦ሻ  (7.75) 


















a) Erro  geométrico:  a matriz de  transformação  homogênea 
Tdes que representa a posição e orientação desejadas é: 
ௗܶ௘௦ ൌ ൦
cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ െsenሺߠ௉ௗ௘௦ሻ 0 ܺ௉ௗ௘௦
senሺߠ௉ௗ௘௦ሻ cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ 0 ௉ܻௗ௘௦0 0 1 0






cosሺߠ௉ሻ െsenሺߠ௉ሻ 0 ܺ௉
senሺߠ௉ሻ cosሺߠ௉ሻ 0 ௉ܻ0 0 1 0












௣݂ ൌ 1|ܨௗ௜௥| െ 100ܨௗ௜௥ se  ܨௗ௜௥ ൏ 0 
(7.79) 
c) Parcela de força: a parcela de força da função objetivo é: 









Para  verificar  o  funcionamento  da  metodologia,  foi 
definido  arbitrariamente  θPdes=π/4 rad.  O  melhor  fitness 
encontrado  foi  2,6897e‐5,  correspondente  a  uma  capacidade  de 
força Fdir de 37,18 N. A  junta prismática não atinge a saturação, 
aplicando uma força de 35,91 N. A Tabela 7.14 mostra os valores 
das  variáveis  de  decisão  obtidas  no  melhor  fitness.  Apenas  o 
atuador da junta B é levado à saturação. 
 









































b) Orientação  do  EF:  a  orientação  é  constante  e  o  valor 
escolhido para os testes é θPdes= 0 rad;  








a) Restrições  de  forças  e momentos:  as  restrições  de  força 
dependem da capacidade do meio em suportar ações. Se 
o meio  não  consegue  suportar  ações  adicionais,  tanto  a 
força Fpara como o momento Mz devem ser nulos. O índice 
de desempenho utilizado para identificar esta situação de 








ܯ௭ ൌ 0  (7.81) 










c) Parcela  de  força:  a  parcela  de  força  da  função  objetivo 
varia de acordo com as condições do problema. Se o valor 
de Mz é obrigatoriamente zero:  
௙݂௢௥ ൌ |ܯ௭|  (7.83) 
Se o valor de Fpara é obrigatoriamente zero:  




tes  condições de  contato,  considerando  θPdes=  0  rad. A primeira 
coluna mostra  o  índice de  desempenho  conforme  condições  de 










índice   Fdir  aumento  Fpara  Mz  FA  atuadores 
  obtida  % na Fdir       saturados 
ܨௗ௜௥  61,89 N 0%  0  0  53,61 N B e C 
ܨி ௗ௜௥  62,91 N 1,6%  ‐9,33 N  0  49,81 N B e C 
ܨெ ௗ௜௥  71,91 N 16,2%  0  ‐4,38 Nm 62,27 N B e C 
ܨிெ ௗ௜௥  75,98 N 22,7%  6,16 N  ‐6,31 Nm 68,88 N B, C e D 
 






Tabela  7.16:  Valores  de  Fdir  obtidos  do manipulador  PRRR  (Roboturb 
plano) em diferentes condições de contato com θPdes=π/4 rad 
índice   Fdir  aumento Fpara  Mz  FA  atuadores
  obtida % na Fdir       saturados
ܨௗ௜௥  37,18 N 0%  0  0  35,91 N B 
ܨி ௗ௜௥  51,68 N 39%  ‐31,83 N  0  58,16 N B e C 
ܨெ ௗ௜௥  59,48 N 60%  0  ‐6,00 Nm 57,45 N B e D 
ܨிெ ௗ௜௥  64,98 N 74,8%  23,17 N  ‐7,15 Nm 56,77 N B, C e D 
 
Nas duas direções experimentadas é verificado que a pre‐























consiste  portanto  em  determinar  a  capacidade  de  força  Fdir  do 
manipulador na direção x, sendo a força Fy e o momento Mz nulos, 
a orientação do EF constante e a coordenada YP do ponto de con‐





a) Ponto  de  contato:  o  ponto  de  contato  P  entre  o 





a) Erro  geométrico:  a matriz de  transformação  homogênea 
Tdes  genérica  que  representa  a  posição  e  orientação 
desejadas é: 
ௗܶ௘௦ ൌ ൦
cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ െsenሺߠ௉ௗ௘௦ሻ 0 ܺ௉ௗ௘௦
senሺߠ௉ௗ௘௦ሻ cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ 0 ௉ܻௗ௘௦0 0 1 0








1 0 0 0,7
0 1 0 ௉ܻௗ௘௦0 0 1 0






cosሺߠ௉ሻ െsenሺߠ௉ሻ 0 ܺ௉
senሺߠ௉ሻ cosሺߠ௉ሻ 0 ௉ܻ0 0 1 0












0,05 m ൏ ܮ஺ ൏ 0,3 m
െߨ rad ൏ ߠ஻ ൏ ߨ rad
– ߨ rad ൏ ߠ஼ ൏ ߨ rad
െߨ rad ൏ ߠ஽ ൏ ߨ radെ10 Nm ൏ ߬஻ ൏ 10 Nmെ8 Nm ൏ ߬஼ ൏ 8 Nmെ4 Nm ൏ ߬஽ ൏ 4 Nm







duas  posições,  YPdes=0,1544 m  e  YPdes=0,4456 m,  sendo  que  cada 
uma  destas  posições  ocorre  em  um modo  de  trabalho  distinto. 























































































arredondado para o  inteiro mais próximo. Desta  forma, Wm  as‐
sume o valor 0 quando o manipulador está no modo de trabalho 
cotovelo para cima (‐π rad < θC   < 0 rad) e o valor 1 quando o ma‐







a) Posição  e  orientação  do  EF:  como  as  coordenadas  do 
ponto de contato P e da junta D são conhecidos, obtém‐se 
a  partir  do  deslocamento  LA  e  da  configuração  do 
manipulador as coordenadas cartesianas XB, YB, XC, YC da 
posição das juntas e as coordenadas θB, θC e θD das juntas.  
A  orientação  θP  do  efetuador  é  soma  dos  ângulos  das 
juntas. 
ߠ௉ ൌ ߠ஻ ൅ ߠ஼ ൅ ߠ஽  (7.89) 
 
ETAPA 5 
b) Erro  geométrico  simplificado:  aproveitando‐se  o 
conhecimento  geométrico,  o  erro  geométrico  pode  ser 





௚݁ ൌ ൫0,3ଶ െ ሺሺܺ஻ െ ܺ஼ሻଶ ൅ ሺ ஻ܻ െ ஼ܻሻଶሻ൯




a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 










e) Pesos:  utilizando  o  conhecimento  geométrico,  não  há 
necessidade  de  priorizar  o  fechamento  da  cadeia  na 






















segundos,  o  que  representa  uma  redução  de  aproximadamente 
94,5%  em  comparação  com  o  tempo  obtido  no  estudo  de  caso 
apresentado na Seção 7.2.1. 










































































efetuador  são  constantes ao  longo do procedimento de otimiza‐
ção. A abordagem do problema espacial exige algumas alterações 




a) Ponto  de  contato:  o  ponto  de  contato  P  entre  o 
manipulador e o meio é constante durante o processo de 
otimização.  Neste  estudo  de  caso,  o  ponto  de  contato 
escolhido  é  definido  pelas  coordenadas  XPdes=0,4  m, 
YPdes=0,3 m e ZPdes=‐0,089 m 
b) Orientação  do  EF:  a  orientação  θPdes  é  constante,  com  o 
efetuador apontando na direção de aplicação da força. 
c) Direção  de  aplicação  de  força:  a  força  é  aplicada  na 
direção x do sistema de coordenadas, no sentido positivo. 
Logo a capacidade de força Fdir é igual a Fx; 



























ۍ$௉ െ$஺ 0 0 0 0 0 00 െ$஺ 0 0 0 0 0 0
0 െ$஺ $஼ 0 0 0 0 0
0 െ$஺ 0 $஽ $஽ 0 0 0
0 െ$஺ 0 0 0 $ா 0 0
0 െ$஺ 0 0 0 0 $ி 0







d) Heliforças:  cada  heliforça  deve  ser  escrita  como  uma 
soma  de  suas  seis  componentes  básicas.  Nas  juntas 
rotativas, o  eixo de atuação varia  em  função da posição 
das  juntas  do  manipulador.  As  heliforças  que 
representam  os momentos  devem  ser  decompostas  nas 
direções cartesianas do  sistema de coordenadas da base. 









































do  atuador  τB. As  heliforças  das  demais  juntas prismáticas 
são obtidas de  forma similar. A  força FA aplicada pela  junta 



























































































dos  atuadores.  Como  o  manipulador  apresenta 
redundância  cinemática,  a  força  LA  é  dependente  dos 
torques  nas  juntas  e  entra  como  variável  secundária  no 
equacionamento estático; 
f) Variáveis  secundárias:  as  variáveis  secundárias  de 
interesse são Fx, Fy, Mz e FA. Da equação de equilíbrio (7.96) 
obtém‐se  o  valor  de  todas  as  variáveis  secundárias  a 
partir das variáveis primárias 










a) Posição  e  orientação  do  EF:  a matriz  de  transformação 
homogênea  T  define  a  posição  e  orientação  reais  do 





a) Erro  geométrico:  a matriz de  transformação  homogênea 
Tdes  que  define  a  posição  e  orientação  desejadas  do 
efetuador  é  constante.  A  matriz  de  transformação 
homogênea T que define a posição e orientação  reais  foi 
definida na etapa 4. A partir destas duas matrizes obtêm‐































utilizando‐se  as  equações  (6.1),  (6.2)  e  (6.3).  O  erro 
geométrico é definido por: 





a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques τB, τC, τD, τE, τF e τG dos atuadores e as posições LA, 
θB, θC, θD, θE, θF e θG das juntas; 
b) Espaço de busca: os  torques dos atuadores são  limitados 
pelas  características  construtivas  do  manipulador.  O 
limite de deslocamento da  junta prismática depende do 
comprimento  do  trilho  utilizado,  que  pode  variar  de 
acordo  com  a  tarefa  a  ser  executada. Os  deslocamentos 
angulares  possíveis  dependem  da  geometria  do 
manipulador.  O  espaço  de  busca  para  o  problema  em 
estudo é: 
0,25 m ൏ ܮ஺ ൏ 0,35 m
െߨ rad ൏ ߠ஻ ൏ ߨ rad
– ߨ rad ൏ ߠ஼ ൏ ߨ rad
െߨ rad ൏ ߠ஽ ൏ ߨ rad
െߨ rad ൏ ߠா ൏ ߨ rad
െߨ rad ൏ ߠி ൏ ߨ rad










a) Restrições  de  forças  e momentos:  as  cinco  equações  de 
restrição  de  força  são  obtidas  da  equação  (7.96).  São 
expressas por: 
ܨ௬ ൌ 0




b) Restrições de  atuação:  como  a  força da  junta prismática 
não  é  variável  de  decisão,  deve  ser  tratada  como  uma 
restrição  que  penaliza  a  função  objetivo. A  restrição  de 
atuação é: 




௣݂ ൌ 1|ܨ௫| se ܨ௫ ൐ 0 N 
(7.101) 
Se a força é negativa, penaliza‐se a função objetivo por: 
௣݂ ൌ 1|ܨ௫| െ 100ܨ௫ se ܨ௫ ൏ 0 N 
(7.102) 
b) Parcela  geométrica:  a  parcela  geométrica  da  função 
objetivo é: 
௚݂௘௢ ൌ ݁௚   (7.103) 
c) Parcela de força: a parcela de força da função objetivo é: 
௙݂௢௥ ൌ ݇ଷ൫หܨ௬ห ൅ |ܨ௭|൯ ൅ ݇ସ൫|ܯ௫| ൅ หܯ௬ห ൅ |ܯ௭|൯  (7.104) 
Para as constantes k3 e k4 adotou‐se o valor 1. 
d) Parcela  de  atuação:  a  parcela  de  atuação  da  função 
objetivo  só  existe quando o  atuador da  junta prismática 
atinge seu  limite. Penaliza a função objetivo principal na 
forma: 
௔݂௧௨௔ ൌ |ܨ஺| se   |ܨ஺| ൐ 70 N  (7.105) 
240   7 Estudos de casos 
 
e) Pesos:  para  ponderar  a  contribuição  de  cada  uma  das 
parcelas,  utilizou‐se  na  primeira  metade  das  gerações 
P1=50,  P2=100,  P3=5  e  P4=10.    Na  segunda  metade  das 
gerações  utilizou‐se  P1=0,0001,  P2=100,  P3=0,0001  e 
P4=0,005.   Com esta abordagem, a otimização geométrica 




௢݂௕௝ ൌ 50 ௣݂ ൅ 100 ௚݂௘௢ ൅ 5 ௙݂௢௥ ൅ 10 ௔݂௧௨௔   (7.106) 
Na segunda metade das gerações, a função objetivo é: 





































































































tricamente  possível.  Foi  verificado  também  que  a  utilização  de 
conhecimentos  sobre  a  cinemática  inversa  de  posição  facilita  a 
convergência  e  reduz  o  tempo  de  processamento  do  algoritmo 
















tória. A  velocidade desejada de deslocamento  é de  0,01 m/s. A 





A  velocidade  máxima  de  cada  uma  das  juntas  (SIMAS; 
GUENTHER,  2000)  e  o deslocamento máximo possível de  cada 












Escolhendo‐se  inicialmente  a  configuração  cotovelo  para 
cima (‐π rad < θC  < 0 rad), determina‐se da capacidade de força no 
ponto  inicial da trajetória definido pelas coordenadas XPdes=0,4 m 
e  YPdes=0,1  m.  No  ponto  seguinte,  a  capacidade  força  é 
determinada com o manipulador na mesma configuração e com 
os  deslocamentos  de  cada  uma  das  juntas  restritos  ao  seus 
deslocamentos  máximos  possíveis.  Calcula‐se  a  seguir  a 
capacidade de força para todos os pontos da trajetória e repete‐se 






















trajetória,  valor  superior  aos  27,32  N  obtidos  na  configuração 
cotovelo para baixo (0 rad <θC < π rad). Mas no planejamento da 
trajetória,  os  deslocamentos  e  as  velocidades  de  cada  uma  das 
juntas em cada uma das posições consecutivas também precisam 
ser analisados. As Figuras 7.21 e 7.22 mostram as coordenadas de 
cada uma das  juntas ao  longo da  trajetória nas duas  configura‐
ções possíveis.  



























































































possível  identificar  uma  significativa  variação  de  deslocamento 
nas juntas quando o manipulador desloca‐se da posição YPdes=0,14 












































































































































gia proposta  são  realizados apenas para o  estudo de  caso apre‐
sentado na Seção 7.1.1, onde o objetivo é determinar o modo de 
trabalho  em que o manipulador  3‐RRR  apresenta maior  capaci‐










No procedimento de  teste  adotado,  são  rodadas  trinta  si‐
mulações para cada uma das combinações possíveis de parâme‐
tros  e de  estratégias, utilizando  a mesma  semente para geração 
aleatória dos números, de  forma que  as populações  iniciais  são 
iguais para todas as combinações testadas. Seguindo os passos da 
etapa 13 da metodologia proposta, define‐se:  
a) Pesos  da  função  objetivo:  os  pesos  adotados,  obtidos  a 
partir  de  testes  de  simulação,  foram  adequados  para 
garantir a convergência do algoritmo. Portanto, não serão 
testados  pesos  diferentes  para  cada  parcela  da  função 
objetivo; 
b) Parâmetros  de  controle:  como  uma  população  de  30 
indivíduos mostrou‐se suficiente para obter convergência 






















































Fs  CR  Estratégia A  B  C  C1  D D1 
1  1  10  2,152336 2,438562  30 100% 17 56,7%
1  3  7  2,152336 2,391626  30 100% 18 60% 
1  4  2  2,152336 2,344701  30 100% 16 53,3%
5  3  2  2,152336 2,336561  30 100% 18 60% 
1  3   2  2,152336 2,560109  29 96,7% 19 63,3%
1  4   7  2,152336 2,445394  29 96,7% 15 50% 
4  1   2  2,152336 2,576659  29 96,7% 19 63,3%
4  1   7  2,152342  2,617446  29 96,7% 19 63,3%
5  3   4  2,152336 2,821293  29 96,7% 11 36,7%
5  4   2  2,152336 2,304091  29 96,7% 20 66,7%
2  3   2  2,152338  2,270958  28 93,3% 22 73,3%
3  3   2  2,152338  2,270958  28 93,3% 22 73,3%
5  1   2  2,152336 3,096318  28 93,3% 13 43,3%
1  1  2  2,152336 2,843049  27 90%  11 36,7%
1  1  7  2,152336 3,099665  27 90%  6  20% 
2  4  2  2,152336 2,426268  27 90%  14 46,7%
3  4  2  2,152336 2,426268  27 90%  14 46,7%
4  3  3  2,152336 3,091782  27 90%  7  23,3%
5  3  7  2,152336 2,438842  27 90%  13 43,3%





valor mínimo  do  fitness  encontrado,  a  coluna  B mostra  o  valor 
médio do  fitness dos melhores  indivíduos, a  coluna C mostra o 












Outro  aspecto  analisado  é  a  convergência  geométrica.  A 
convergência geométrica é  condição necessária e  suficiente para 
que  a  solução  obtida  forneça  posições  das  juntas  possíveis  de 









relação  à  parcela  geométrica  e  o  algoritmo  ficou  preso  em  um 
































pareceram  com  mais  frequência  foram  a  2  (rand/1/exp)  e  a  7 
(rand/1/bin). Das seis combinações com maior número de conver‐
gências para o mínimo global, cinco utilizam a estratégia 2 e uma 
utiliza  a  estratégia  7.  Das  dez  combinações  que  apresentaram 
convergência geométrica em pelos menos 29 dos 30  testes, cinco 
utilizam a estratégia 2 e três utilizam a estratégia 7.  
O  fator de escala não apresentou uma  tendência  tão clara. 
Nas vinte combinações, Fs=0,1 e Fs com decaimento  linear apare‐
ceram de  forma mais  frequente. Das dez combinações que apre‐
sentaram  convergência  geométrica  em  pelos  menos  29  dos  30 
testes, seis utilizam Fs=0,1 e três utilizam Fs com decaimento line‐






cia.  Valores  de  CR=0,1,  CR=0,9  e  CR  randômico  apareceram  em 




nar  combinações  cujos  parâmetros  aparecem  de  forma  isolada 
nas melhores combinações e direcionar a escolha para as combi‐









Quatro  combinações  testadas  que  apresentaram  bom  de‐
sempenho tanto no critério de convergência geométrica como no 
critério de convergência para o mínimo global e cujos parâmetros 
apareceram de  forma  frequentes nas demais  soluções  com bom 
desempenho  são mostradas na Tabela  7.24. Os desempenhos al‐
cançados por estas quatro combinações são bastante parecidos e 





F  CR  Estratégia A  B  C  C1  D D1 
5  3  2  2,152336 2,336561  30 100% 18 60% 
1  3   2  2,152336 2,560109  29 96,7% 19 63,3% 
5  4   2  2,152336 2,304091  29 96,7% 20 66,7% 




sempenho  para  este  estudo  de  caso  são  efetivas  para  todos  os 
problemas de otimização de capacidade de força de manipulado‐
res. Mas fornecem uma escolha inicial adequada e, apresentando 





































dores  seriais  e  paralelos  em  contato  com  o meio,  em  situações 
estáticas  ou  quase‐estáticas.   O  estudo  da  capacidade  de  força‐












veis,  condições não permitidas nas outras  técnicas  existentes. A 














rias  de  interesse  podem  ser  escritas  em  função  das  primárias, 
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separando‐se  convenientemente  as  colunas  da matriz  de  ações 
unitárias de  rede. A  validação dos modelos  estáticos utilizados 
neste trabalho é realizada através de comparação com resultados 
existentes na literatura. No desenvolvimento de novos modelos, é 







controle  e, no processo de otimização, o  indivíduo  com melhor 
fitness é aquele que apresenta menor função objetivo. Como todas 
as  técnicas heurísticas, a ED não garante a  convergência para o 














tivo,  a  otimização da  capacidade de  força‐momento  é  realizada 
sem a necessidade de determinar as equações da  cinemática  in‐
versa  de  posição.    Esta  abordagem  permite  que  o método  seja 
aplicado a manipuladores em que a cinemática  inversa de posi‐






outro  método  qualquer  existente  na  literatura.  A  distribuição 
otimizada de  forças e  torques nos atuadores ocorre ao  longo do 























A metodologia  proposta  apresentou  resultados  positivos, 
para este manipulador, convergindo para um mínimo em  todas 
as diferentes condições propostas. Os resultados obtidos mostram 








plataformas móveis  e  fixas  na  determinação  da  capacidade  de 
força‐momento  de manipuladores  não  foram  consideradas. Na 






presença  da  junta  prismática  pode  conferir  uma  assimetria  ao 
manipulador, todos demais casos estudados consideram o mani‐







as  diferentes  estratégias  para  aumentar  a  capacidade  de  força‐
momento  também  não  foi  realizada.  No  manipulador  3‐RRR, 
apenas a otimização de força‐momento para diferentes modos de 
trabalho,  diferentes  posições  e  diferentes  orientações  pode  ser 
realizada sem custos adicionais. No projeto de manipuladores, é 












 com  a  adição  de  elos  e  juntas,  que  podem  ser  tanto 






exclusivamente  aumentar  a  capacidade  de  força‐momento  do 




cer  indicativos  sobre  qual das  alternativas  é mais  vantajosa  em 
relação  à  otimização  da  capacidade  de  força‐momento.  Além 
disso,  pode  permitir  a  comparação  entre  soluções  que  utilizam 
diferentes  tipos de atuadores, como os  rotativos e prismáticos e 
servir  como  parâmetro  para  evitar  que  a  adição  de  atuadores 































































































O  trabalho  realizado  abre  uma  perspectiva  para  diversos 




b) Criar  um  índice  que  relacione  a  capacidade  de  força‐







e) Incluir  técnicas  de  evitamento  de  colisão  e  as  restrições 
geométricas dos manipuladores na otimização de  forças 
ao longo de uma trajetória; 





h) Aplicar  a metodologia  na  otimização  da  capacidade  de 
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Neste  apêndice  é  apresentada  a  cinemática  diferencial  de 
robôs seriais e paralelos através do método de Davies, com o em‐
prego de cadeias virtuais. A cinemática diferencial de robôs com 
redundância  cinemática  e  a  utilização  da  pseudo‐inversa  para 












também  conhecido  como  método  de  Kirchhoff‐
Davies(DOURADO, 2005). Sendo em sua concepção básica utili‐
zado para  cadeias  cinemáticas  fechadas, o método  foi adaptado 
para o cálculo da cinemática diferencial de  robôs seriais através 
do fechamento da cadeia com a adição de cadeias virtuais. 
Em uma  cadeia  cinemática  fechada, a  lei da  circulação de 
Davies estabelece que a soma algébrica das velocidades relativas 













onde  0  é um vetor nulo  com  a mesma dimensão dos heligiros. 















Na  forma matricial, as  equações de  restrição  (A.2) podem 
ser escritas por: 





tuação,  o  número  de  portas  (juntas  atuadas  ou  juntas  ativas)  é 
igual  à mobilidade  do mecanismo.  Se  o movimento  das  juntas 
ativas (juntas primárias) é conhecido, pode‐se pelas equações de 
restrição  determinar  o  movimento  das  juntas  passivas  (juntas 












߮௦ ൌ െ ௦ܰିଵ ௣ܰ߮௣  (A.5) 







que  representam os movimentos das  juntas que unem o  elo da 
base ao elo ao qual está fixo o ponto do qual se deseja conhecer a 
velocidade. Determinada a velocidade do ponto instantaneamen‐


















 Os  heligiros  que  representam  os  movimentos  de  suas 
juntas são linearmente independentes; 
























Para monitorar movimentos,  é  conveniente  fazer  o  com‐
primento do elo C3  tender a zero e posicionar o eixo do heligiro 





















chada  com mobilidade  igual  a  3,  em  paralelo  com  uma  cadeia 
virtual PPR. Da  forma como a cadeia virtual está posicionada, o 















































A  representação  de  cadeias  cinemáticas  através  da  teoria 
dos  grafos  facilita  e  sistematiza  a  formulação  das  equações  de 
restrição  pelo  método  de  Davies,  principalmente  em  cadeias 
complexas que apresentam mais de um circuito.  
Em  cadeias de  circuito único  que não  apresentam  redun‐
dância cinemática, a matriz de rede de movimentos unitários Nr é 































tem  como  objetivo  garantir  que  a  convenção  de  sinais  adotada 
seja respeitada. 
Em  cadeias  de mais  de  um  circuito,  a matriz  de  rede  de 
movimentos unitários Nr possui dimensão λ.υ x Fg onde υ é o nú‐
mero  de  circuitos  existentes. Na  ausência  de  singularidades,  o 
número de equações de  restrição é  igual à λ.υ. O grau bruto de 
liberdade Fg determina o número de variáveis existentes. A mobi‐



























Para  os  robôs  cinematicamente  redundantes,  existem mo‐
vimentações  internas  possíveis  que  não modificam  a  posição  e 
orientação do  efetuador. A maioria das  técnicas empregadas na 
resolução da cinemática  inversa de  robôs  redundantes utiliza‐se 














juntas, minimização da norma do vetor  ൫ߠሶ െ ߠሶ௔൯ ou outra qual‐
quer. 
A maioria dos métodos clássicos utilizados para resolução 





tensão do espaço da  tarefa. Em Simas  (2008) é  feita uma revisão 
sobre  os métodos  existentes  e  é  apresentado  um  novo método 

















doinversa  tem por objetivo a minimização da  função   ݃൫ߠሶ൯ defi‐
nida pelo custo quadrático das velocidades: 
݃൫ߠሶ൯ ൌ 12 ൛ߠሶൟଵ,௝





݃൫ߠሶ൯ ൌ 12 ൛ߠሶൟଵ,௝
் ሾܫሿ௝,௝൛ߠሶ ൟ௝,ଵ ൌ
1
2 ൣߠሶଵ
ଶ ൅ ߠሶଶଶ ൅ ڮ൅ ߠሶ௝ଶ൧  (A.12) 
  Para  obter  a matriz  pseudoinversa,  utiliza‐se  o método  dos 
multiplicadores de Lagrange, e a função custo quadrático é modi‐
ficada na forma: 
݃൫ߠሶ , ߙ൯ ൌ 12 ൛ߠሶൟଵ,௝
் ሾܹሿ௝,௝൛ߠሶ ൟ௝,ଵ ൅ ሼߙሽଵ,ௗ் ቀሼݔሶ ሽௗ,ଵ െ ሾܬሿௗ,௝൛ߠሶ ൟ௝,ଵቁ  (A.13) 
onde α é um vetor de dimensão d x 1. Para minimizar a  função 
݃൫ߠሶ , ߙ൯, as derivadas parciais em relação a α e ߠሶ  devem ser nulas. 
De ቀడ௚డఏሶ ቁ ൌ 0 obtém‐se: 
൛ߠሶ ൟ௝,ଵ ൌ ሾܹሿ௝,௝ିଵሾܬሿ௝,ௗ் ሼߙሽଵ,ௗ (A.14) 
De ቀడ௚డఈቁ ൌ 0 obtém‐se: 
ሼݔሶ ሽௗ,ଵ ൌ ሾܬሿௗ,௝൛ߠሶ ൟ௝,ଵ  (A.15) 
Substituindo a equação (A.14) em (A.15) e isolando α obtém‐se: 






൛ߠሶ ൟ௝,ଵ ൌ ሾܹሿ௝,௝ିଵሾܬሿ௝,ௗ் ൫ሾܬሿௗ,௝ሾܹሿ௝,௝ିଵሾܬሿ௝,ௗ் ൯
ିଵሼݔሶ ሽௗ,ଵ  (A.17) 
E a matriz pseudoinversa da matriz jacobiana é: 
ሾܬறሿ௝,ௗ ൌ ሾܹሿ௝,௝ିଵሾܬሿ௝,ௗ் ൫ሾܬሿௗ,௝ሾܹሿ௝,௝ିଵሾܬሿ௝,ௗ் ൯ିଵ  (A.18) 
Se W é a matriz identidade, a pseudoinversa fica reduzida a: 










 Não  existe  garantia  que  posições  singulares  sejam 
evitadas na execução de movimentações; 
 O  movimento  conservativo  não  é  garantido,  ou  seja, 
movimentos  repetitivos  no  efetuador  não  resultam 
necessariamente em movimentos repetitivos das juntas; 
 Inconsistência dimensional quando o manipulador possui 


























nesta  seção  apenas  para  efeito  comparativo  com  o método  de 























 ݌௜ିଵ ௡כ  é o vetor definido a partir da origem do sistema de 















݌଴ ଷכ ൌ ൝
ܺ௉
௉ܻ0
ൡ ;  ݌ଵ ଷכ ൌ ൝
ܺ௉ െ ܺ஻
௉ܻ െ ஻ܻ0
ൡ ; ݌ଶ ଷכ ൌ ൝
ܺ௉ െ ܺ஼
௉ܻ െ ஼ܻ0










െ ௉ܻ െ ௉ܻ ൅ ஻ܻ െ ௣ܻ ൅ ஼ܻ
































Para  utilização  do método  de Davies,  é  conveniente  pro‐


























ção  So  referenciados no  sistema de  coordenadas O  fixo da base. 








direção  z0 e o passo h dos heligiros é nulo. As  juntas da  cadeia 
virtual são identificadas por Px, Py e Rz e possuem respectivamen‐
te velocidades VPx, VPy e ߠሶோ௭. Nas juntas prismáticas Px e Py, o pas‐























































































tas da  cadeia virtual  são  idênticas às velocidades Vx, Vy  e ߱௭ do 












































































ቑ ൌ െ ൥
0 0 െ1


















െ ௉ܻ 1 0ܺ௉ 0 11 0 0
൩ ൥
1 1 1




























Para  robôs  com  geometria  complexa,  o processo não  é  trivial  e 












minada  tarefa a orientação do efetuador não  for relevante,  inde‐
pendente  do método  empregado  na  obtenção  das  equações  de 
restrição, a relação entre as velocidades das juntas e a velocidade 
do efetuador é dada por: 
൜ ௫ܸ௬ܸൠ ൌ ൤
















െ ௉ܻ ܺ௉െ ௉ܻ ൅ ஻ܻ ܺ௉ െ ܺ஻െ ௉ܻ ൅ ஼ܻ ܺ௉ െ ܺ஼
൩ 
൭൤െ ௉ܻ െ ௉ܻ ൅ ஻ܻ െ ௉ܻ ൅ ஼ܻܺ௣ ܺ௉ െ ܺ஻ ܺ௉ െ ܺ஼ ൨ ൥





























































co  é  calculada  pelo método  de  Davies,  exatamente  da mesma 
maneira  como  feita para  robôs  seriais  em que o  fechamento da 
cadeia é obtido pela utilização da cadeia virtual.  
Em  robôs  com mais de  um  circuito,  o método de Davies 
pode  também ser utilizado Como a cadeia cinemática é fechada, 




















































$஺ଵெ ൅ $஻ଵெ ൅ $஼ଵெ ൅ $஼ଶெ ൅ $஻ଶெ ൅ $஺ଶெ ൌ 0 ሺmalha ܯ஺ଵሻ (B.19) 
$஺ଷெ ൅ $஻ଷெ ൅ $஼ଷெ ൅ $஼ଶெ ൅ $஻ଶெ ൅ $஺ଶெ ൌ 0 ሺmalha ܯ஺ଶሻ (B.20) 


































ۍ 1 1 0 1 1 0 1 1஺ܻଵ ஺ܻଶ 0 ஻ܻଵ ஻ܻଶ 0 ஼ܻଵ ஼ܻଶെ ஺ܺଵ െ ஺ܺଶ 0 െ ஺ܺଵ െܺ஻ଶ 0 െܺ஼ଵ െܺ஼ଶ0 1 1 0 1 1 0 1
0 ஺ܻଶ ஺ܻଷ 0 ஻ܻଶ ஻ܻଷ 0 ஼ܻଶ0 െ ஺ܺଶ െ ஺ܺଷ 0 െܺ஻ଶ െܺ஻ଷ 0 െܺ஼ଶ0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 ஺ܻଷ 0 0 ஻ܻଷ 0 00 0 െ ஺ܺଷ 0 0 െܺ஻ଷ 0 0
… 
…
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
஼ܻଷ 0 0 0
െܺ஼ଷ 0 0 01 0 0 െ1



























































mulação  apresentada  consideram‐se  as  velocidades  das  juntas 
como variáveis primárias. A relação entre as velocidades das jun‐
tas atuadas e as velocidades das demais  juntas é apresentada na 







































se  aplicar o  conceito de matriz  aniquiladora mostrado na  seção 
D.2. Na análise cinemática através dos métodos tradicionais, esta 









































robô  paralelo,  desde  que  não  exista  redundância  cinemática. A 


































































































































ções de equilíbrio para  força e momento na plataforma  são  res‐
pectivamente: 
ܨ଻,ସ ൅ ܨ଻,ହ ൅ ܨ଻,଺ െ ଼ܨ ,଻ ൌ 0  (C.3) 
ܯ଼,଻ െ ݎସ x ܨ଻,ସ െ ݎହ x ܨ଻,ହ െ ݎ଺ x ܨ଻,଺ ൌ 0 (C.4) 
onde os vetores ri representam as distâncias das juntas até o cen‐
tro da plataforma, todas referenciadas na mesma base. 



























As demais  ações  externas,  como por  exemplo  as  forças gravita‐
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A dimensão do vetor τ que  representa os  torques e  forças 
dos atuadores é igual ao grau líquido de restrição Cn do mecanis‐







ሼ߰௦ሽఒ,ଵ ൌ െ ቂܣመே௦ିଵቃఒ,ఒ ൣܣመே௣൧ఒ,஼೙൛߰௣ൟ஼೙,ଵ  (C.5) 
Isto significa que conhecidos os  torques e  forças dos atua‐
dores é possível determinar as ações aplicadas no meio. Mas para 
o problema  inverso não  existe uma única  solução. Conhecida  a 
ação aplicada pelo meio, existem infinitas combinações possíveis 
de  torques  e  forças  nas  juntas  que  equilibrem  estaticamente  o 
mecanismo. Fica clara a analogia existente entre redundância de 
atuação na  análise  estática  e  redundância  cinemática na  análise 
cinemática. E os métodos empregados para resolver a redundân‐
cia de atuação são similares aos métodos empregados na resolu‐


















݃ሺ߬ሻ ൌ 12 ሼ߬ሽଵ,஼೙
் ሾܹሿ஼೙,஼೙ሼ߬ሽ஼೙,ଵ  (C.8) 
A matriz W define a influência ou peso de cada  junta na função. 
Utilizando  a mesma  abordagem  apresentada  no Apêndice A,  a 
matriz pseudoinversa da matriz f é calculada por: 




ሾ݂றሿ஼೙,ఒ ൌ ሾ݂ሿ஼೙,ఒ் ൫ሾ݂ሿఒ,஼೙ሾ݂ሿ஼೙,ఒ் ൯
ିଵ  (C.10) 
A  abordagem  pela  pseudoinversa  não  é  a  única  possível 
para  solução da estática de manipuladores com  redundância de 
atuação. Podem ser impostas outras restrições e condições, como, 
por  exemplo, manter  a  relação  entre  torque  aplicado  em  cada 
junta e o  torque máximo suportado pela respectiva  junta dentro 
de uma margem de  segurança  especificada. Considerando dife‐
rentes  restrições  ou  condições,  obtêm‐se  soluções  distintas  na 





















்߬߬ ൌ 1 (C.11) 
Substituindo a equação (C.11) em (3.28)obtém‐se: 
ܨ்ܬܬ்ܨ ൌ 1 (C.12) 
Considerando o caso bidimensional, a equação (C.11) defi‐
ne um círculo de raio R=1 com centro na origem. Como o produto 
ܬܬ்  resulta  em  uma  matriz  simétrica  positivo‐definida  (TSAI, 
1999), a equação (C.12) define uma elipse cujos eixos cartesianos 
coincidem com os autovetores de ܬܬ் e cujos comprimentos destes 
eixos  são  obtidos  através  do  inverso  da  raiz  quadrada  de  seus 
autovalores (TSAI, 1999). O elipsoide de força representa um ma‐
peamento  entre os  torques dos  atuadores  e  as  ações  correspon‐

















 Só pode  ser  aplicado quando  o manipulador  apresentar 
um  único  tipo  de  junta. Na  existência  de  dois  tipos  de 
juntas  no  manipulador,  como  por  exemplo  juntas 
prismáticas  e  rotativas,  o  mapeamento  apresenta 
inconsistência dimensional e não pode ser aplicado; 
 Os  torques  necessários  para  equilibrar  as  forças 
gravitacionais  são  negligenciados,  podendo  conduzir  a 
resultados errôneos; 
 Não  são  impostas  restrições  quanto  ao  torque máximo 
suportado  por  cada  atuador.  Mesmo  normalizando  o 
torque máximo  da  junta mais  robusta  para  a  unidade, 
alguns  pontos  do  mapa  de  torques  não  podem  ser 
alcançados  e,  consequentemente,  a  elipse  de  forças  não 
representa fielmente a condição real; 
 A  utilização  da  norma  unitária  exclui  combinações 
possíveis  de  torques  do  mapeamento.  Se  as  juntas 
consideradas possuem a mesma capacidade de torque, no 
caso  bidimensional  os  torques  deveriam  ser 
representados  através  de  um  quadrado  e  não  de  um 
círculo. 
Apesar das  restrições quanto  a  sua utilização, o  elipsoide 
de forças fornece um indicativo das direções onde o manipulador 




informações  sobre  como,  a  partir  de  uma  configuração  inicial, 
melhorar  a  capacidade  de  força  em  uma  determinada  direção 

































ൡ ; ܤ ൌ ൝
ܺ஻
஻ܻ0
ൡ ; ܥ ൌ ൝
ܺ஼
஼ܻ0





























das  nos  pontos  G1,  G2  e  G3  respectivamente. As  forças  externas 
atuantes são os torques ܯ௭భ,బ, ܯ௭మ,భ e ܯ௭య,మ  dos atuadores, as forças 
gravitacionais ܨ௬ಸభ, ܨ௬ಸమ  e ܨ௬ಸయ  e as ações ܨ௫ಶಷ, ܨ௬ಶಷ e ܯ௭ಶಷ exercidas 

































dos momentos  é  arbitrário, mas  a  convenção de  sinais  adotada 








O momento causado pela força ܨଷ,ଶ ൌ ሼܨ௫య,మ ܨ௬య,మ 0ሽ் em relação 
ao ponto P é: 
ݎଷ x ܨଷ,ଶ ൌ ൥
0 0 െ ௉ܻ ൅ ஼ܻ
0 0 ܺ௉ െ ܺ஼







































෍ܨ௫ ൌ ܨ௫య,మ ൅ ܨ௫ಶಷ ൌ 0  (D.4) 
෍ܨ௬ ൌ ܨ௬య,మ ൅ ܨ௬ಸయ ൅ ܨ௬ಶಷ ൌ  0  (D.5) 
෍ܯ௭ ൌ ܯ௭య,మ ൅ ܯ௭ಶಷ ൅ ሺ ௉ܻ െ ஼ܻሻܨ௫య,మ ൅ ሺെܺ௉ ൅ ܺ஼ሻܨ௬య,మ








෍ܨ௫ ൌ ܨ௫మ,య ൅ ܨ௫మ,భ ൌ 0  (D.7) 
෍ܨ௬ ൌ ܨ௬మ,య ൅ ܨ௬೒మ ൅ ܨ௬మ,భ ൌ  0  (D.8) 
෍ܯ௭ ൌ ܯ௭మ,భ ൅ ܯ௭మ,య ൅ ሺ ஼ܻ െ ஻ܻሻܨ௫మ,భ ൅ ሺെܺ஼ ൅ ܺ஻ሻܨ௬మ,భ
൅ ሺെܺ஼ ൅ ܺீଶሻܨ௬ಸమ ൌ 0 
(D.9) 
෍ܨ௫ ൌ ܨ௫భ,మ ൅ ܨ௫భ,బ ൌ 0  (D.10) 
෍ܨ௬ ൌ ܨ௬భ,మ ൅ ܨ௬ಸభ ൅ ܨ௬భ,బ ൌ  0  (D.11) 
෍ܯ௭ ൌ ܯ௭భ,బ ൅ ܯ௭భ,మ ൅ ௕ܻܨ௫భ,బ ൅ ሺെܺ஻ሻܨ௬భ,బ
൅ ሺെܺ஻ ൅ ܺீଵሻܨ௬ಸభ ൌ  0 
(D.12) 
Manipulando  as  equações de  equilíbrio das  forças  aplica‐
das na direção x resulta: 
ܨ௫ಶಷ ൌ െ ܨ௫య,మ ൌ ܨ௫మ,య ൌ െ ܨ௫మ,భ ൌ ܨ௫భ,మ ൌ െ ܨ௫భ,బ (D.13) 
Como só existe uma força externa na direção x na extremidade da 





neste  caso  as  forças  gravitacionais  atuam  como  forças  externas 
adicionais.  Sequencialmente,  da  extremidade  para  a  base,  cada 




െܨ௬ಶಷ ൌ ܨ௬య,మ ൅ ܨ௬ಸయ ൌ ܨ௬మ,భ ൅ ܨ௬ಸయ ൅ ܨ௬ಸమ






ܯ௭య,మ ൅ ܯ௭ಶಷ െ ሺ ௉ܻ െ ஼ܻሻܨ௫ಶಷ ൅ ሺܺ௉ െ ܺ஼ሻܨ௬ಶಷ
൅ ሺെܺ௉ ൅ ܺீଷሻ ܨ௬ಸయ ൌ 0 
(D.15) 
Ordenando a equação (D.15), o torque ܯ௭య,మ da junta C necessário 
para  equilibrar  as  ações  de  contato  e  as  forças  gravitacionais  é 
calculado por: 










torques necessários nas demais  juntas  são  calculados e as equa‐








ሺ ௉ܻ െ ஻ܻሻ











െሺܺீଷ݉ଷ ൅ ܺீଶ݉ଶ ൅ ܺீଵ݉ଵሻ





pelo meio no manipulador. Se ܨ௫ಶಷ, ܨ௬ಶಷ  e ܯ௭ಶಷ   forem definidas 














ሼܨሽଷ,ଵ ൌ ሾܬି்ሿଷ,ଷሼ߬ሽଷ,ଵ െ ሾܩሿଷ,ଵ ݃  (D.19) 
Considerando  as  forças  gravitacionais  nulas  ou  desprezíveis,  a 
relação  entre  os  torques nos  atuadores  e  as  forças  aplicadas no 
meio é definida apenas pela matriz jacobiana na forma:  















































































das  equações  de  equilíbrio.  À  aresta  entrando  no  subconjunto 
segmentado pelo corte é atribuído sinal positivo e à aresta saindo 
é  atribuído  sinal  negativo. A partir do  grafo,  a  lei dos  cortes  é 
utilizada fornecendo as equações de equilíbrio: 
$஺ி௫ ൅ $஺ி௬ ൅ $஺ெ௭െ$ாிி௫ െ $ாிி௬ െ $ாிெ௭ ൌ 0 ሺcorte 1ሻ (D.23) 
$஻ி௫ ൅ $஻ி௬ ൅ $஻ெ௭െ$ாிி௫ െ $ாிி௬ െ $ாிெ௭ ൌ 0 ሺcorte 2ሻ (D.24) 
$஼ி௫ ൅ $஼ி௬ ൅ $஼ெ௭െ$ாிி௫ െ $ாிி௬ െ $ாிெ௭ ൌ 0 ሺcorte 3ሻ (D.25) 
Utilizando o conceito de matriz de ações unitárias de rede, elimi‐
nando as linhas nulas e utilizando a formação radial, as equações 










ۍ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 െ1 0 00 1 0 0 0 0 0 0 0 0 െ1 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 1 0 0 0 0 0 0 ௉ܻ െܺ௉ െ10 0 0 1 0 0 0 0 0 െ1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 1 0 0 0 ௉ܻ െܺ௉ െ10 0 0 0 0 0 1 0 0 െ1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 െ1 0

























































































ۍ 1 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0































ۍെ1 0 00 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 1 0





























































ۍ 1 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0



















ۍെ1 0 00 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 1 0























triz  killer)  (CAMPOS,  2004).  Manipulando  a  equação  (D.27),  é 












ۍ 1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 0 0 0 00 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 0 00 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1























































ۍെ1 0 00 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 1 0


























ۍ 1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 0 0 0 00 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 0 00 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


















െ ஺ܻ ஺ܺ 1
൩ ; ܣଶ ൌ ൥
1 0 0
0 1 0
























E  cada uma das matrizes Ki pode  ser  obtida manipulando‐se  a 
equação (D.33). A matriz K1 é: 














ܭ ൌ ൥ ஺ܻ
െ ஺ܺ 10 0 0
0 0 0
0 0 0








െ ஺ܺ 10 0 0
0 0 0
0 0 0













ۍ 1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 0 0 0 00 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 0 00 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

























































Através  deste  procedimento  é  possível  obter  a  relação  entre  os 





























ۍെ1 0 00 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 1 0



















െ ௉ܻ ൅ ஺ܻെ ௉ܻ ൅ ஻ܻെ ௉ܻ ൅ ஼ܻ








Pelo  sentido determinado no digrafo,  as  ações ܨ௫ಶಷ, ܨ௬ಶಷ  e ܯ௭ಶಷ 
são  consideradas  como  sendo  aplicadas  pelo  manipulador  no 
meio. Considerando que as ações são aplicadas pelo meio no efe‐









ሺ ௉ܻ െ ஻ܻሻ

















































































ۍ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 0 െ1
െ ஺ܻ ஺ܺ 1 0 0 0 0 0 0 ܺீଶ݉ଶ0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 െ1
0 0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 1 0 0 0 ܺீଶ݉ଶ0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0





௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 1 0




































































lismo  claro para  resolução da  análise  estática de mecanismos  e 
facilidade  de  inclusão  de  forças  externas  adicionais  através  de 
alterações na matriz de ações unitárias de  rede. Sua  formulação 


















cipais  de  deformação  devem  ser  levadas  em  consideração 
(SVININ  et al., 2002). A primeira  está  relacionada à  rigidez das 
juntas devido à estratégia de controle adotada. É conhecida como 
rigidez de malha  fechada e pode ser modificada ajustando‐se os 
parâmetros  do  controlador  ou  escolhendo‐se  uma  estratégia de 
controle distinta. A segunda está relacionada com a aplicação de 
ações  externas,  sejam  elas devido  ao  contato  com  o meio, peso 























sejada  do  efetuador.  Esta  característica  é  encontrada  em  robôs 
espaciais  onde  o  peso  dos  componentes  é  fator  essencial  a  ser 
considerado no projeto. Para a maioria dos robôs industriais e de 
serviço, os elos são relativamente rígidos e o principal  fator res‐
ponsável  pela  deflexão  verificada  no  efetuador  é  a  elasticidade 
presente nas transmissões mecânicas (TSAI, 1999).  
As  transmissões mecânicas constituem os elementos de  li‐
gação  entre  os motores  elétricos,  principal  classe  de  atuadores 









Analisando  isoladamente  uma  junta  do manipulador,  se  existir 
um  torque  ou  força  sendo  transmitindo  por  esta  junta,  haverá 
uma  deformação  correspondente  nesta  junta  dada  por 
(SALISBURY, 1980): 






que a  constante de  rigidez de  cada uma das  juntas  é  completa‐
mente  independente  do  comportamento  das  demais  juntas,  é 
possível estabelecer a relação: 









Δݔ ؆ ܬΔߠ (E.3) 
Deve ser observado que o Jacobiano de manipuladores paralelos 
foi  definido  de  forma  inversa  ao  Jacobiano  de  manipuladores 
seriais. A dedução mostrada a seguir utiliza o conceito de Jacobi‐




τ ൌ ܬ்F (E.4) 
Substituindo as equações (E.2) e (E.4) em (E.3) obtém‐se:  
Δݔ ൌ ܬܭఏିଵܬ்F ൌ ܥ௖ܨ (E.5) 
que estabelece a  relação entre as ações aplicadas pelo meio e as 
deformações decorrentes no efetuador. A matriz Cc é chamada de 
matriz  de  deformação  ou  complacência  do  manipulador.  Se  a 
matriz de deformação  admite  inversa,  a  equação  (E.5) pode  ser 
manipulada na forma:  
ܨ ൌ ൫ ܬܭఏିଵܬ்൯ିଵΔx ൌ ܬି்ܭఏܬିଵΔx ൌ ܭΔx  (E.6) 




K ൌ ܬି்ܭఏܬିଵ    (E.7) 
Manipulando a expressão, obtém‐se também a relação na forma: 















menta  necessária  para  o  controle  de  força  por  impedância  e  é 
utilizada em grande parte de trabalhos posteriores que abordam 
o  tema  rigidez  de  manipuladores  (CIBLAK;  LIPKIN, 
1994)(GOSSELIN, 1990). Mas esta  formulação convencional para 
a  rigidez  apenas  é  válida  quando  o manipulador  está  em  uma 
configuração quase‐estática, sem aplicação de forças externas, ou 





formação  adicional  devido  à  variação  da matriz  jacobiana  (LI; 
KAO, 2004), de forma que: 
















Não  existem  estudos  que  comprovem  uma  relação  direta 
entre rigidez e capacidade de força em manipuladores. A capaci‐












estático é mantido pela aplicação de  torques e  forças nas  juntas.  
Neste processo, o efetuador é deslocado de sua posição original 




gráfica  desta  relação,  o  que  facilita  a  identificação  das  direções 
onde o manipulador apresenta maior rigidez. 
 Para o  traçado do  elipsoide de  rigidez,  considera‐se uma 
deformação unitária no efetuador e determinam‐se as  forças ne‐
cessárias  para  causar  esta  deformação.  A  deformação  unitária 
pode ser obtida a partir da norma do vetor deformação, de forma 
que: 
߂ݔ்߂ݔ ൌ 1 (E.10) 
Substituindo a equação (E.5) em (E.10) obtém‐se: 
ܨ்ܥ௖்ܥ௖ܨ ൌ 1  (E.11) 
Considerando o caso bidimensional, a equação  (E.10) representa 
um círculo de raio R=1 e centro na origem. Como o produto ܥ்ܿܥܿ 
resulta  em  uma  matriz  simétrica  positivo‐definida,  a  equação 


















de  força,  ambos  baseando‐se  na  utilização  da matriz  jacobiana. 
Grande parte das considerações e restrições feitas para o elipsoi‐
de  de  força  aplica‐se  ao  elipsoide  de  rigidez.  A  inconsistência 
dimensional ocorre na presença de  juntas de diferentes  tipos. A 




gravitacionais não alteram o  elipsoide de  rigidez pois  sempre  é 























também  chamada de  força peso ou  simplesmente peso,  atuante 
sobre cada um dos elos é uma  força externa que aparece nas e‐
quações de equilíbrio. Para cada elo, esta força externa distribuí‐
da  ao  longo  de  seu  comprimento  é,  em  geral,  substituída  sem 
prejuízos por uma  força equivalente  concentrada em  seu  centro 
de gravidade. 
No  entanto,  na  análise  matemática  de  manipuladores,  é 
bastante  comum a prática de desprezar os  efeitos da gravidade 
devido à simplificação nos cálculos que isto proporciona. Apenas 
para  citar alguns  exemplos, o  elipsoide de  força, o  elipsoide de 
rigidez  e  a  relação  entre  torques  e  forças  dada  pelo  Jacobiano 
transposto não levam em consideração a influência da gravidade. 












sim mostrar que as  simplificações podem  conduzir a  resultados 
bastante distintos dos reais.   Na busca da força máxima possível 
der  ser  aplicada  por  um manipulador,  as  forças  gravitacionais 
podem ser utilizadas de maneira  inteligente, contribuindo  inclu‐
sive para aumentar  capacidade de  força‐momento de um mani‐
pulador.  
